
1963-64 Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
1

Primera sessi6

ICI. Un taverner disposa de 150 I de vi a 12 pta/I, 200 I de vi a 9 pta/l i 250 I de vi a

7 pt.a/L Vol obtenir una mescla a 10 pta/L Quants litres de mescla podra obtenir?

IC2. Si a cada nombre complex z li fern correspondre el nombre

z' = 2z - 1

s'obte una transforrnacio del pla en ell mateix.

a) Quin es el transformat del semipla dels afixos del nombres z que tenen part real mes

gran que 1/2?
b) Quins punts del pla es transformen en ells mateixos?

c) Quines rectes del pla es transformen en elles mateixes?

lC3. a) Quatre persones guarden una caixa forta. Digueu quants panys ha de tenir

la caixa, i quantes claus cada persona, per tal que tres persones qualssevol de les quatre

puguin obrir la caixa i dues persones no puguin.

b) EI mateix amb sis persones.

c) n persones guarden una caixa forta. Digueu quants panys ha de tenir la caixa, i quantes

claus cada persona, per tal que a persones qualssevol de les n puguin obrir la caixa i a-I

persones no puguin.

IC4. Un fronto esta format per dues parets verticals perpendiculars, la frontal i la lateral.

A la lateral hi ha un forat A situat a una altura de 5 m i distant 7 m de la paret frontal.

Un individu situat en un punt B les distancies del qual ales parets frontal i lateral san 3

m i 6 m, llanca una pilota contra la paret frontal des d'una altura de 1 m, de manera que

despres de rebotar penetra al forat A de la paret lataral. Es pregunta:

a) Quin es l'angle que forma la trajectoria de la pilota amb la paret del fronto?

b) Quina es la longitud del cam! recorregut per la pilota?
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Segona sessi6

1C5. Trobeu els nombres de la forma aa i bbcc tals que

aa=�.

1C6. Donat un triangle, traceu dues circumferencies iguals tangents entre elles, una

d'elles tangent als costats a i b del triangle, i l'altra tangent als costats a i c.

1C7. Trobeu els moviments del pla que transformen el conjunt de punts de coordenades

enteres en ell mateix.

1C8. Donada una circurnferencia de centre 0 i radi 7', i dos diametres perpendiculars
AB i CD, trobeu els punts P de la circumferencia tals que la suma de les arees dels

triangles APO i CPO sigui maxima 0 minima.

Guanyadors: Antoni Oliva Cuyas, Salvador Barbera Sanchez, Alfonso Costa Cuadrench.
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1963-64 Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
1

Primera sessi6

lEI. Donada I'equacio x2 + ax + 1 = 0 determineu

a) L'interval on ha de prendre valors el nombre real a per tal que les arrels de l'equaci6

siguin imaginaries.

b) El lloc geometric dels punts representatius d'aquestes arrels en la representaci6 grafica
habitual dels nombres complexos, si a recorre l'interval trobat abans.

IE2. L'impost sobre el Rendiment del Treball Personal es una funci6 I( x) del total x

de les retribucions anuals (en pessetes). Sabem que

a) f(x) es una funci6 continua.

b) La derivada df(x)/dx a l'interval 0 ::; x < 60000 es constant i igual a 0; a l'interval

60000 < x < P es constant i igual a 1; i per x > P es constant i igual a 0.14.

c) f(O) = 0 i f(140000) = 14000.

Determineu el valor de P i representeu graficament la funcio,

IE3. Es considera un poligon convex de n costats. Es tracen totes les rectes diagonals i

se suposa que no n'hi ha tres de concurrents en un punt que no sigui un vertex, i tampoc

n'hi ha dues de paralleles. Es demana

a) El nombre total de punts dinterseccio de les diagonals, excloent els vertexs.

b) EI nombre de punts anteriors que son interiors al poligon, i el nombre dels que son

exteriors.

IE4. Donat el triangle equilater ABC de costat a i la seva circumferencia circumscrita,

es considera el segment de cercle limitat per la corda AB i l'arc (de 1200) dels mateixos

extrems. Si tallem aquest segment circular per rectes paraHeles al costat BC, determinem

sobre cada una d'elles un segment els punts del qual son interiors al segment circular

esmentat. Digueu quina es la longitud maxima d'aquests segments rectilinis.
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Segona sessi6

lE5. Donat un pentagon regular es dibuixen els cine segments diagonals. Determineu el

nombre total de triangles que apareixen a la figura i classifiqueu aquest conjunt en classes

de triangles iguals (directes 0 inversos) entre ells.

lE6. Representeu graficament la funci6

a l'interval -8 ::; x ::; 8.

lE7. Es considera un fitxer amb 1000 fitxes numerades ordenades en l'ordre natural. Al

fitxer li apliquem l'operaci6 segiient:
La primera fitxa es coiloce intercalada entre la penultima i l'ultima. La segona fitxa es

colloce al final, de manera que la tercera queda en primer lloc.

Observant la posici6 que ocupa cada una de les fitxes, demostreu que despres de 1000 opera­

cions analogues aplicades successivament (cada una a l'ordenaci6 que resulta de l'operaci6

anterior), el fitxer torna a estar en l'ordre natural.

Comproveu que no es pot obtenir el mateix resultat si es tracta d'un fitxer amb un nombre

senar n de fitxes i es fan n operacions.

lE8. En un pla vertical es consideren els punts Ai B situats sobre una recta horitzontal,
i la semicircumferencia d'extrems A, B situada al semipla inferior. Un segment de longitud
a igual al diametre de la circumferencia es mou de manera que conte sempre el punt A i

un dels extrems recorre la semicircumferencia donada. Determineu el valor del cosinus de

l'angle que ha de formar aquest segment amb la recta horitzontal per tal que el seu punt

mitja ocupi la posici6 mes baixa possible.

Guanyadors: Eugenio J. Miranda Palacios, Alberto de la Torre, Antoni Oliva Cuyas.
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1964-65 II Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
2

Primera sessi6

2Cl. En una reuni6 hi ha mes homes que dones, mes dones que beuen que homes que

fumen, i mes dones que fumen i no beuen que homes que no beuen ni fumen.

Demostreu que hi ha menys dones que no beuen ni fumen que homes que beuen i no fumen.

2C2. Segons una norma del Codi de Circulaci6, la distancia entre dos cotxes que van a

velocitat de v Km/h ha de ser igual 0 superior a (v /10)2 m. Suposant que la longitud

dels cotxes sigui de 4 mila distancia entre cotxes consecutius sigui la minima possible, es

vol coneixer la velocitat que d6na la millor fiuidesa de trafic.

* 2C3. En una corona circular, una corda de la circumferencia exterior que es tangent a

la circumferencia interior mesura 20 cm. Calculeu I'area de la corona.

* 2C4. L'afix d'un nombre complex z i els tres afixos de les seves arrels cubiques formen

un rombe. Trobeu z.
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Segona sessi6

* 2C5. Trobeu el grup de moviments del pla que transformen una recta donada en ella

mateixa.

* 2C6. Demostreu que les rectes que uneixen els punts mitjans dels parells d'arestes opo­

sades d 'un tetraedre regular, es tallen.

* 2C7. Determineu a per tal que l'equaci6

tingui una arrel que sigui mitjana aritrnetica de les altres dues. En aquest cas, calculeu les

tres arrels.

2C8. Dos miralls plans formen un angle w. Un raig de llum normal a un dels dos miralls

es reflecteix alternativament en cada un dels dos miralls. Digueu quins valors pot tenir w

per tal que en una d'aquestes reflexions el raig surti parallel a un mirall.

Guanyadors: Francisco Calbet Rebollo, Josep Oriol Sole Subiela, Gerald Welters

Dyhdalewicz.
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1964-65 II Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
2

Primera sessi6

2El. Un triangle equilater inscrit en una circumferencia de centre 0 i radi igual a 4 cm

es fa girar un angle recte al volt ant de o. Trobeu l'area de la part comuna al triangle
donat i a l'obtingut en aquest giro

2E2. Digueu quants nombre hi ha de tres xifres (es a dir, mes grans que 99 i mes petits

que 1000) que tinguin la xifra central mes gran que les altres dues. D'entre ells, quants

n'hi ha que tinguin les tres xifres diferents?

2E3. Un disc microsole gira a velocitat de 33t revolucions per minut i l'audici6 dura

24 min 30 s. La part enregistrada te 29 em de diametre exterior i 11.5 em de diametre

interior. Amb aquestes dades caleuleu la longitud del sole enregistrat.

2E4. Trobeu tots els intervals de valors de x pels quals

cos x + sin x > 1.

Resoleu el mateix problem per

cos x + I sin x I > 1.
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Segona sessi6

2E5. Es ben conegut que si pi q = r Is, aleshores plq = (p - r )/(q - s). Escrivim ara la

igualtat
3x - b 3a - 4b

3x - 5b
=

3a - 8b
.

Per la propietat anterior, les dues fraccions han de iguals a

3x - 5b - 3a + 8b 3x - 3a + 3b

-3-x---b---3-a-+-4-b
=

3x - 3a + 3b
= 1

mentre que les primeres son, en general, diferents de la unitat. Expliqueu clarament el

perque d'aquest resultat.

2E6. Es construeix amb filferro un triangle equilater de costat lies col-loca sobre una

esfera de radi r que no passa a traves del triangle. Digueu a quina distancia del centre de

l'esfera queden els vertexs del triangle.

2E7. Un tronc de con de revolucio te la base gran de radi riles generatrius formen

amb el pla de la base un angle que te per tangent m. El tronc de con esta format per un

material de densitat d i la base menor esta recoberta per una lamina de massa p gl em 2.

Digueu quina es l'altura del tronc de con per ala qualla massa total es maxima. Feu la

discussio completa del problema.

2E8. Sigui 11 una circurnferencia de radi r i P un punt exterior que dista a del centre.

Suposem construides les dues rectes tangents a 11 per P, i sigui 12 una circurnferencia

de radi menor que el de 11 , tangent a aquesta i a les dues rectes. En general, una vegada
construida la circumferencia In, se'n construeix una altra In+l de radi menor que el de

In i tangent a aquesta i a les dues rectes citades. Determineu

a) El radi de 12.

b) L'expressio general del radi de In.

c) El limit de la suma de les longituds de les circumferencies 11, 12, ... , In, ...

Guanyadors: Luis Puig Espinosa, Jaime Vinuesa Tejedor, Andres Mendez Rutllan,
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1965-66 III Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
3

Primera sessi6

3Cl. Trobeu els poligons regulars els angles dels quals mesuren un nombre enter de

graus.

3C2. Els carrers d'una ciutat formen enreixat de dues trames, una formada pels carrers

longitudinals i una altra pels transversals. Els longitudinals es designen amb els nombres

naturals I, 2 i 3j i els transversals amb les lletres de l'alfabet a, b, c, d, e i £j i en aquest

ordre. Una persona surt a passejar de la crullla (l,a). Tira un dau amb sis cares numerades

de I'u al sis. Si surt un multiple de 3, recorre una travessia longitudinal, i en cas contrari

una de transversal. A cada cruilla repeteix l'operacio, Digueu quina es la probabilitat que

passi per la cruilla (3,d).

3C3. Un diposit te la superficie formada per un cilindre completat per dues semiesferes a

les bases. El diposit est a. coHocat de forma que les generatrius del cilindre son horitzontals.

Gradueu una vara vertical de manera que doni el volum del liquid contingut al diposit en

funci6 de l'altura mercada a la vara.

3C4. Els elements d'un grup es poden expressar com a productes finits de la forma

abed- .. on cada fator, 0 es igual a g, 0 es igual as. Aquests g i s compleixen

sg=gn-ls

on I es l'element neutre del grup , i els exponents tenen el significat de producte de termes

iguals.

a) Trobeu el nombre d'elements del grup.

b) Doneu la taula del grup per a ri = 6.
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Segona sessi6

3C5. Si fern s = x + yIp = xy, expresseu (x - y)4 com a polinomi en s p.

3C6. Amb base als costats d'un quadrat es construeixen triangles isosceles que inter­

cepten els costats oposats en segments iguals a un terc del costat del quadrat. Calcular,
en funcio d'aquest costat, I'area de l'estrella de quatre puntes que te per vertexs els dels

triangles exteriors al quadrat.

3C7. Digueu quants moviments transformen un poliedre regular en ell matix.

3C8. Referit al pla a coordenades cartesianes, es consideren el conjunt de punts de

coordenades enteres. En aquest conjunt es defineix una relacio d'equivalE!llcia: dos punts

la satisfan si i nomes si les primeres coordenades son congrues mcdul 2 i les segones

coordenades son congrues modul 3. Es demana:

a) EI nombre de classes d'equivalencia.

b) El representant de cada classe a distancia minima de l'origen.
c) Al conjunt de classes es defineix una suma component a component (modul 2 3,

respectivament). Escriviu la taula del grup que s'obte.

d) Si es defineix, a mes a mes, un producte component a component (rnodul 2 i 3, respec­

tivament), s'obte un anell. Trobeu-ne els divisors de zero.

Guanyadors: Antoni Coma Nasarre, Antonio Casafia Barle, Jorge Casdal Casas.
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1965-66 III Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
3

Primera sessi6

3El. Un fabricant de tres productes de preus unitaris 50, 70 i 65 Pta rep una comanda

de 100 unitats d'un detallista que Ii tramet un pagament de 6850 Pta. EI detallista posa

la condici6 que Ii envii el maxim possible del producte mes car, i la resta dels altres dos

productes. Quant ha d'enviar de cada producte per tal de servir la comanda?

3E2. Un nombre de tres xifres s'escriu xyz en el sistema de base 7, i zyx en el sistema

de base 9. Quin nombre es?

3E3. Donat un pentagon regular es considera el pentagon convex Iimitat per les diago­

nals. Es demana:

a) La relaci6 de semblanca entre els dos pentagons convexos.

b) La relaci6 de les arees,

c) La ra6 de l'hornotecia que transforma el primer en el segon.

3E4. Es vol penjar un pes P de manera que quedi 7 m per sota del sostre. Es penja

per mitja d'un cable vertical agafat al punt mitja M d'una cadena que a la vegada esta

agafada al sostre en dos punts A i B que disten 4 m. El preu del cable PM es p pta/rn

i el preu de la cadena AMB es q pta/rn. Es demana:

a) Determineu les longituds del cable i la cadena per a obtenir el preu mes economic de

l'instaHaci6.

b) Discutiu la soluci6 per a diferents valors de la relaci6 p/q dels dos preus.
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Segona sessi6

3E5. La longitud de l'hipotenusa BC d'un triangle rectangle ABC es a, i sobre ella

s'agafen els punts MiN tals que BM = NC = k ,
on k < a/2. Si suposem que nomes

es coneixen les dades a i k , calculeu:

a) El valor de la suma de quadrats de les longituds AM i AN.

b) La rao de les arees dels triangles ABC i AMN .

c) L'area tancada per la circumferencia que passa pels punts A, M', N', essent M' la

projeccio ortogonal de M sobre AC i N' la de N sobre AB.

3E6. Ens diuen que un matrimoni te 5 fills. Calculeu la probabilitat que entre ells hi

hagi al menys 2 nois i al menys una noia. Es considera que la probabilitat de neixer noi 0

noia es 1/2.

3E7. Determineu una progressi6 geometrica de set termes si sabem que la suma dels tres

primers es 7, i la suma dels tres ultims es 112.

3E8. Determineu els valors de a, b , c, per tal que la representaci6 grafica de la funci6

tingui una infiexi6 en el punt d'abscissa x = 3, amb tangent d'equaci6

x - 4y + 1 = O.

Dibuixeu la grafica corresponent.

Guanyadors: Jose L. Rubio de Francia, Manuel Gamella Bacete, Antonio Vazquez

Rodriguez.
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1966-67 IV Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
4

Primera sessi6

4Cl. Demostreu que V2, v'3, v'4 no poden ser termes d'una progressi6 aritmetica ni

geometrica.

4C2. Un paral·lelogram ABCD te el vertex A fix i el vertex oposat D mobil sobre una

circumferencia. Sigui E el punt mitja del costat AB i M la intersecci6 de AC amb DE.

Trobeu ellloc geometric del punt M.

4C3. Trobeu tots els nombres complexos que compleixen z = Z2 •

4C4. Resoleu l'equaci6

sabent que una de les arrels es inversa d'una altra.
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Segona sessi6

4C5. Partim d'un rectangle ABCD i construim un altre rectangle A1BC1D1 amb la

base AlB meitat de AB i altura BCl igual a 3/2 de BC j a partir d'aquest es construeix

un nou rectangle A2BC2D2 amb base i altura que construides de la mateixa manera que

abans respecte del AlBC1Dl j i aixi successivament. Calculeu l'area de la reunio de tots

els rectangles obtinguts.

4C6. A una urna hi ha b boles blanques i b + n boles negres. Calculeu tots els valors

possibles de bin per tal que la probabilitat d'obtenir bola blanca sigui lin.

4C7. Un paral-lelogram te vertexs en punts de coordenades enteres i te un costat sobre

l'eix de les x. Sigui n2 el nombre de punts de coordenades enteres que son interiors al

paral-lelogram i no estan sobre els costats; sigui nl el nobre de punts de coordenades

enteres que estan sobre els costats del paral-lelogram i no son vertexs; i sigui no = 4 el

nombre de vertexs. Demostreu que l'area del parallelogram es

nl no
A=n2+-+-.

2 4

4C8. Trobeu les posicions de les busques d'un rellotge que son susceptibles d'estar en

posicio inversa, es a dir, que la busca horaria estigui en posicio de la busca minutera i

viceversa,

Guanyadors: Miguel Conde Font, Julio Falivene Raboso, Arturo Fraile Perez.
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1966-67 IV Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
4

Primera sessi6

4El. Se sap que la funci6 real f(t) es monotona creixent a l'interval -8:::; t :::; 8, perc

no se sap res del comportament fora d'aquest interval. En quin interval de valors de x es

pot assegurar que la funci6 y = f(2x - x2) es monotona creixent?

4E2. Determineu els pols de les inversions que transformen quatre punts alineats A, B,

C, D, en quatre punts A' , B', C', D' que siguin vertexs d 'un paral-lelogram rectangle, i

que A' i G' siguin vertexs oposats.

4E3. Un sernafor esta installat ala crui1la principal d'una via per on es circula en tots

dos sentits. Esta vermell 30 s i verd una altres 30 s, alternativament. Es vol installar un

altre semafor ala mateixa via, en una crui1la secundaria, i a 400 m de distancia del primer.

Tambe ha de funcionar amb un periode de 1 min de durada. Volem que els cotxes que

circulen a 60 Km/h per la via en qualsevol dels dos sentits i que no s'han d'aturar si nomes

hi hagues el semafor de la crurlla principal, tampoc s'hagin d'aturar despres d'instaHar

el de la cruilla secundaria, Digueu quants segons pot estar ences el vermell al semafor

secundari.

Nota: Raoneu sobre una representaci6 cartesiana de la marxa dels vehicles, amb un eix de

distancies i un altre de temps.

4E4. Tenim un botella de fons pla i circular, tancada i plena parcialment de vi, de

manera que e1 nivell no supera la part cilindrica. Discutiu ens quins casos es pot calcular

la capacitat de la botella, sense obrir-la, si nomes disposem d'un doble decimetre graduat.

En cas que sigui possible, descriviu el calcul. (Problema de la Gam Matematica italiana).
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Segona sessi6

4E5. Sigui 'Y una semicircumferencia de diametre AB. Es construeix una Iinia trencada

amb origen A de forma que tingui els vertexs alternativament al diametre AB. i a la

semicircumferencia 'Y i de manera que tots els costats formin angles iguals Q amb el

diametre (pen) alternativament en els dos sentits). Es demana:

a) Els valors de l'angle Q que fan que la linia trencada passi per l'altre extrem B del
diametre.

b) La longitud total de la linia trencada en funci6 de la longitud d del diametre i de l'angle
Q.

BA

Problema 4E5

Problema 4E6

4E6. Es d6na un triangle equilater ABC de centre 0 i radi OA = R i es consideren

les set regions que les rectes costats determinen sobre el pla. Es demana la regi6 del pla
tansformada de les regions marcades amb ombra a la figura adjunta, en una inversi6 de

centre 0 i potencia R.

4E7. Per una carretera hi circula una caravana de cotxes, tots ala mateixa velocitat,
mantenint la separaci6 minima entre cotxes senyalada pel Codi de Circulaci6. Aquesta

separaci6 es, en metres,

un v es la velocitat expressada en Km/h. Si suposem que la longitud de cada cotxe es de

2.89 m, calculeu la velocitat a la qual han de circular per tal que la capacitat del transit

resulti maxima, es a dir, que en un punt de la carretera i en un periode fixat, hi passin el

maxim nombre de vehicles.
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4E8. Per a obtenir el valor d'un polinomi de grau n i de coeficients ao, al, ... ,an (co­
mencant pel terme de grau mes alt), si a la variable x li donem el valor b , es pot aplicar el

proces indicat a I'organigrarna adjunt, que desenvolupa les accions requerides per a aplicar
Ia regla de Ruffini. Es demana que construiu un altre organigrama analeg que permeti

expressar el valor de la derivada del polinomi donat, tambe per a x = b.

Fer A igual a ao

Fer igual a 1

Fer P igual a Ab

no�------------��

Fer A igual a P+ai

Es i = n?
Incrementar i

en 1 unitat

El valor es A

Guanyadors: Bernardo L6pez Melero, Arturo Fraile Perez, Julio Falivene Raboso.
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1967-68 V Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
5

Primera sessi6

5Cl. Considerem un alfabet de dues lletres, a, b , i totes les paraules que es poden
formar amb aquest alfabet, ordenades en ordre alfabetic.

a) Quines son les paraules que en tenen una immediatament segiient?

b) Quines son les paraules que en tenen una immediatament anterior?

Considerem el conjunt B de les paraules acabades en b.

c) EI conjunt B, te primer i ultirn element?

d) Demostreu que entre cada dues paraules de B hi ha una altra paraula de B.

5C2. Considerem tots els nombres que escrits en base deu tenen una expressio que es

una perrnutacio de les xifres 1, 2, 3,4, 5, 6, 7. Es demana

a) Trobeu el maxim i el minim de la diferencia entre la suma de les xifres de Hoc senar i

les xifres de Hoc parell,

b) Digueu quants nombres hi ha que siguin multiples d'onze.

5C3. Sigui Q un gir de centre 0 i angle a. Trobeu tots els moviments del pia de la

forma MQM-1, on M es un moviment pia.

5C4. Tres nombres complexos a, b , c estan representats pels punts A, B, C.

a) Demostreu que tots els triangles ABC tals que

c-a

-b--
= k, k complex

-a

son semblants.

b) Que succeeix si k es real?

c) Quins son els valors de k que fan equilater el triangle?

d) Si suposem B i C fixos, trobeu el lloc geometric del punt A quan k recorre el conjunt

de nombres imaginaris purs, i quan recorre el conjunt de nombres complxos de rnodul

unitat.

31



Segona sessi6

5C5. Demostreu que el polinomi p(x) = X31 - x30 + ... + x-I es divisible per q(x) =

x16 + 1. Trobeu el polinomi quocient sense fer la divisio, demostreu que aquest quocient
es divisible per un binomi analeg al q(x), i determineu-lo. Repetint el proces les vegades
que calgui, demostreu que p(x) te nomes una arrel real.

5C6. a) Demostreu que tan 1f4X < x si 0 < x < 1.

b) Demostreu que si 1 - 2/7r < X < 1, es compleix

7r(1 - x) (7rX)1- < tan -

.

2 4

Nota: Es recomana raonar sobre la grafica de la funcio tangent.

5C7. Tres circumferencies tangents dues a dues estan a l'interior d'un triangle, de manera

que cada una es tangent ados costats. Si a, b
, c son les distancies entre els punts de

contacte de les circumferencies amb els costats, calculeu, en funcio d'aquests valors, I'area

del triangle que te per vertexs els centres de les circunferencies.

5C8. Donat un nombre natural b, sigui B el conjunt de nombres racionals que admeten

un representant amb denominador bn , amb n natural.

a) Digueu si el conjunt Z dels enters es un subconjunt de B.

b) Digueu quins son els valors de b que fan Z = B .

c) Es B un cos?

d) Doneu la condicio necessaria i suficient per tal que un nombre racional donat pertanyi
a B.

Guanyadors: Francisco J. Vives Arumi, Roberto Moriyon Salomon, Santiago Manrique

Catalan.
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1967-68 V Olirnpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
5

Primera sessi6

5El. Una nit, la temperatura de l'aire es va mantenir constant, uns quants graus sota

zero, i la de l'aigua d'un estany cilindric molt extens, que formava una capa de 10 em de

profunditat, va arribar a ser de zero graus. Es va cornencar a formar una capa de gel a la

superficie. En aquestes condicions es pot suposar que l'altura de la capa de gel formada

es proporcional a l'arrel quadrada del temps transcorregut. Ales 0 h, el gruix del gel era

de 3 em i ales 4 h es va acabar de gelar l'aigua de l'estany. Digueu a quina hora es va

comencar a formar la capa de gel sabent que la densitat del gel format era de 0.9

5E2. Raoneu si es pot afirmar, negar 0 declarar no decidible la continuitat en el punt

x = 0 de una funcia real f (x) de variable real, en cada un dels casos (independents)

a) Se sap unicament que per a tot n natural

f (�) = 1 i f (_1 ) = -1.
2n 2n + 1

b) Se sap que per a tot x real no negatiu es f( x) x2 i per a tot x real negatiu es

f(x)=O.
c) Se sap unicament que per a tot n natural es

5E3. Donat un quadrat de costat a es considera el conjunt de punts del pla pels quals hi

passa una circumferencia de radi a el cercle de la qual conte el quadrat donat. Demostreu

que el contorn de la figura formada per aquests punts esta format per arcs de circunferencia;

determineu-ne els centres, els radis i les longituds.

5E4. En els extrems A, B d'un diametre (de longitud 21') d'un paviment circular ho­

ritzontal, s'aixequen columnes verticals d'igual altura h. Eis extrems de les columnes

suporten una biga AI BI de longitud igual al diametre. Es forma una coberta collocant

nombrosos cables tensos (que se suposa que queden rectes) unint punts de la biga AI BI

amb punts de la circumferencia, de forma que els cables quedin perpendiculars a la biga.

Trobeu el volum tancat entre la coberta i el paviment.
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Segona sessi6

5E5. Trobeu el lloc geometric del centre d'un rectangle els quatre vertexs del qual des­

criuen el contorn d'un triangle donat.

5E6. Raoneu si son concurrents, en tot tetraedre

a) Les perpendiculars a les cares en els circumcentres.

b) Les perpendiculars a les cares en els ortocentres.

c) Les perpendiculars a les cares en els incentres.

En cas afirmatiu, caracteritzeu amb alguna propietat geornetrica senzilla el punt de con­

currencia. En cas negatiu mostreu un exemple en el qual s'aprecii clarament la no con­

currencia,

5E7. A la successi6 de potencies de 2 (escrites en el sistema decimal, i comencant per

21 = 2) hi hi tres termes d'una xifra, tres de dues xifres, quatre de 4 xifres, tres de 5, etc.

Raoneu les respostes a les questions segiients

a) Pot haver-hi solament dos termes d'un cert nombre de xifres?

b) Pot haver-hi cine termes consecutius amb el mateix nombre de xifres?

c) Pot haver-hi quatre termes de n xifres, seguits de quatre amb n + 1 xifres?

d) Quin es el nombre maxim de potencies consecutives de 2 que es poden trobar sense que

entre elles n'hi hagi quatre amb el mateix nombre de xifres?

5E8. En un quadrat de costats reflectants, designem els quatre costats amb els noms

dels punts cardinals. Fixem un punt al costat N. Determineu en quina direcci6 n'ha de

sortir un raig de llum (cap a l'interior del quadrat) per tal que torni al punt despres d'haver

tingut n reflexions al costat E, n al costat W, m al costat S i m - 1 al costat N, essent n

i m nombres naturals coneguts. Que passa si min no son primers entre ells? Calculeu

la longitud del raig lluminos en funcio de min i de la longitud del costat del quadrat.

Guanyadors: Francisco J. Vives Arumi, Roberto Moriy6n Salomon, Carlos A. Lucio

Fernandez.
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1968-69 VI Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
6

Primera sessi6

6Cl. L'arrel quadrada per defecte, amb error menor que 1/10, d'una fracci6 irreductible

es 1.3. La suma dels seus termes es 81. Determineu la fracci6.

6C2. Demostreu que si una equaci6 P(x) = 0 te dues arrels inverses, aquestes arrels

tambe ho s6n de l'equaci6

Apliqueu aquesta propietat ala resoluci6 de l'equaci6

sabent que te dues arrels inverses.

6C3. Siguin
(x - a)2 + (y - b? - ri = 0

(x - a')2 + (y - b')2 - r� = 0

les equacions de dues circumferencies. Demostreu que les circumferencies

(x - a)2 + (y - b)2 - ri ± (x - a')2 + (y - b')2 - r§
= 0

tallen les primeres sota els mateixos angles.

6C4. Un punt X de la hipotenusa d'un triangle rectangle es projecta ortogonalment

sobre els catets en els punts MiN.

Determineu la posici6 de X per tal que la longitud del segment MN sigui minima,

aquesta longitud minima.
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Segona sessi6

6C5. Es donen dues rectes r i s secants al punt 0 i que formen angle a. Sobre la

bissectriu de l'angle s'agafa un punt A per on es traca una recta variable que talla r al

punt P i talla s al punt Q. Posem x = OP i y = OQ en magnitud i signe. Demostreu

que
1 1
-+­
x y

es constant. Calculeu x y de manera que I'area del triangle OPQ sigui una quantitat
donada.

6C6. Es considera una semiesfera de radi 1 i centre 0 tangent, en un punt P, a un pla
7r paral·lel al pla que conte la circumferencia que limita la semiesfera. Per a cada punt

A del pla tt considerem la recta OA que talla la semiesfera en un punt AI, el qual es

projecta ortogonalment sobre el pla 7r en un punt A'.

a) Com es transforma el pla 7r en l'aplicaci6 A _, A'?

b) Trobeu els punts fixos de l'aplicaci6 A _, A' .

c) En que es transformen les rectes que passen per P?

d) En que es transformen les circumferencies de centre P?

e) En que es transformen les rectes del pla 7r?

6C7. Construiu un rectangle donades la diagonal i la suma de dos costats perpendiculars.

* 6C8. Trobeu els valors maxim i minim de l'expressi6

k = �

(a3 _ b3)(a3 - c3)
+

(b3 - a3)(b3 - c3)
+

(c3 - a3)(c3 - b3)'

essent a + b + c = o.

Guanyadors: Jaume Lluis Garda Roig, Fernando Herrero Buj, Andres Ballbe Garda.
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1968-69 VI Olimpfada Matematica

Segona fase (Espa nya)
6

Primera sessi6

6El. Trobeu el lloc geometric dels centres de les inversions que transformen dos punt A,

B d'una circurnferencia donada 'Y, en punts diametralment oposats de les circumferencies

inverses de 'Y.

6E2. Trobeu el lloc geometric de l'afix M del nombre complex z per tal que estigui

alineat amb els afixos de i i iz.

6E3. Una bossa conte cubs de plastic de la mateixa mida, amb les cares pintades de

color: blanc, verrnell, groc, verd, blau i violeta (sense repetir el color a les cares del mateix

cub). Quants cubs hi pot haver que siguin distingibles entre ells?

6E4. Es divideix una circumferencia de radi R en 8 parts iguals. Els punts de la divisio

es designen successivament per A, B, C, D, E, F, G i H. Trobeu I'area del quadrat

que es forma en dibuixar les cordes AF, BE, CHi DG

Segona sessi6

6E5. Demostreu que un poligon convex de mes de quatre costats no es pot descompondre

en dos poHgons semblants al primer (directament 0 inversament), per mitja d'un sol tall

rectilini. Digueu raonadament quins son els quadrilaters i triangles que admeten una

descomposicio d'aquest tipus.
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6E6. Donat un polinomi de coeficients reals P(x), digueu si es pot afirmar que per a

tot valor real de x es compleix alguna de les desigualtats segiients:

P(x) < p(X)2j P(x) < 1 + P(x?j
1 1

P(x) < 2" + 2"P(x)2.
Trobeu un procediment general senzill (d'entre els molts que hi ha) que permeti, donats

dos polinomis P( x) i Q( x), trobar-ne un altre M(x) tal, que per a tot valors de x, sigui

-M(x) < P(x) < M(x) - M(x) < Q(x) < M(x).

6E7. Un poligon convex AIA2 ... An de n costats i inscrit en una circumferencia, te els

costats que satisfan les desigualtats

Demostreu que els angles interiors satisfan les desigualtats

6E8. La case SEAT recomana als usuaris, per a la corecta conservacio de les rodes, que

es facin substitucions periodiques d'aquestes, en la forma R -+ 3 -+ 2 -+ 1 -+ 4 -+ R,

segons la numeracio de la figura. Si anomenem 9 a aquest canvi de rodes, 92 = 99 a la

realitzaci6 d'aquest canvi dues vegades, i aixi successivament per ales altres potencies de

la transformaci6 9,

a) demostreu que el conjunt de les potencies forma un grup, i estudieu-lo.

b) Cada punxada d'una de les rodes equival tambe a una substituci6 en la qual la roda

punxada es substitueix per la de recanvi (R) i, una vegada reparada passa al lloc que

ocupava la de recanvi. Doneu 9 com a producte de transformacions punxada. Formen

grup?

Guanyadors: Jaume Lluis Garda Roig, Dolores Carrillo Gallego, Jorge Bustos Puche.
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1969-70 VII Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
7

Primera sessi6

7Cl. Construiu un triangle coneixent l'angle Biles mitjanes que passen pels vertexs

Ai C.

7C2. Un robi de pes p es fracciona en dos trossos, la qual cosa produeix una perdua

de valor. En aquest tipus de pedres precioses, els quadrats dels pesos s6n proporcinals
als cubs del valors. Trobeu com ha de partir-se la pedra inicial per tal que la depreciaci6

produida pel trencament sigui maxima.

7C3. EI signe ::;' expressa la relaci6 "set divisor de".

a) Qualifiqueu la relacio s: amb tres adjectius trets d'aquestes parelles

refiexiva
simetrica

transitiva

irrefiexiva
antisimetrica
intransitiva

formant, efectivament, totes les qualificacions possibles (sic). Digueu quina es la vertadera.

b) Si fern que la variable n recorri el conjunt dels nombres naturals, l'expressi6

produeix proposicions. Es per aquest motiu que els logics l'anomenen {uncia proposicio­

nal. Demostreu que son veritat totes les proposicions que resulten per n senar. Deduiu

raonadament si son falses totes les que resulten per n parell.

7C4. Es considera un tetraedre regular VABC i els punts mitjans dels parells d'arestes

oposades: MiN; P i Q; R is. Decidiu si les rectes MN, PQ i RS es tallen 0 es

creuen. EI pla determinat pels punts M, N, P divideix el tetraedre en dues parts. Trobeu

la ra6 dels volurns de les dues parts.
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Segona sessi6

7C5. Tenim un cub d'aresta q. S'uneixen els centres de les cares i s'obte un octaedre.

S'uneixen despres els centres de les cares de l'octaedre i s'obte un altre cub. Es demana

la relaci6 de volums del primer cub al segon i que es dedueixi, si es possible, la suma dels

volums dels cubs resultants en repetir indefinidament el proces,

7C6. Es considera la funci6 f definida per

en els punts de

(X-5)2 y2
--1-6- + 9

= 1.

Trobeu els valors mes grans i mes petits que pren la funci6 f.

7C7. A cada punt M, afix d'un complex z , li apliquem un gir 9 de centre 0 (afix de

z = 0) i amplitud a:

i obtenim un punt M1 (Z1). A continuaci6 s'aplica al punt obtingut una simetria axial S

respecte de la recta formada pels punts d'argument f3:

i obtenim el punt M'(z').
a) Demostreu que la transformaci6 S . 9 es una simetria axial respecte d'un eix que cal

deterrninar.

b) Demostreu que S· 9 es pot descompondre en el producte d'una simetria d'eix el real

Ox per un gir que cal determinar.

7C8. Determineu a, b, c de forma que el polinomi

(x + 1)5 + a( x + 1) + bx + c

sigui divisible per (x - 1)3 i trobeu el quocient.

Guanyadors: Ignacio Alegre de Miguel, Sim6n Barcelona Mas, Alberto Trepat Sorribes.
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1969-70 VII Olimplada Maternatica

Segona fase (Espanya)
7

Primera sessi6

7El. Un recipient cilindric de revolucio esta parcialment ple d'un liquid la densitat del

qual ignorem. Si el posem amb l'eix inclinat 300 respecte de la vertical observem que en

treure liquid de forma que el nivell baixi 1 ern, el pes del contingut disminueix 40 g. Digueu

quina sera la disminucio del pes del contingut per cada centimetre que baixi el nivell si

l'eix forma un angle de 450 amb la vetical. Se suposa que la superficie horitzontal del

Iiquid no arriba a tocar cap de les bases del recipient.

7E2. Una planta creix de la manera que descrivim a continuacio. Te un tronc que es

bifurca en dues branques; cada branca de la planta pot, a la vegada, bifurcar-se en dues

altres branques, 0 be acabar en un gemma. Anomenarem cesrege d'una branca al nombre

total de gemmes que suporta, es a dir, el nombre de gemmes alimentades per la saba

que passa per aquesta branca; i anomenarem allunyament d'una gemma al nombre de

bifurcacions que la saba ha de passar per arribar del del tronc fins a aquesta gemma.

Si n es el nombre de bifurcacions que te una determinada planta, es demana

a) el nombre de branques de la planta,

b) el nombre de gemmes,

c) demostrar que la suma de les carregues de totes les branques es igual a la suma dels

allunyaments de totes les gemmes.

Suggeriment: Es pot procedir per induccio, demostrant que si uns resultats son correctes

per una determinada planta, ho segueixen essent per la planta que s'obte substituint una

gemma per un parell de branques acabades en gemmes.

7E3. Es dona un triangle arbitrari ABC i un punt P situat al costat AB. Es demana

que es traci per P una recta que divideixi el triangle en dues figures de la mateixa area.

7E4. Sabem que els polinomis

2x5 - 13x4 + 4x3 + 61x2 + 20x-25

x5 - 4x4 - 13x3 + 28x2 + 85x+50

tenen dues arrels dobles comunes. Determineu-ne totes les arrels.
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Segona sessi6

7E5. En els exarnens de 6e curs d'un Centre, aproven la Fisica, com a minim, el 70%

dels alumnes; les Matematiques, com a minim, el 75%; la Filosofia, com a minim, el 90%;
i I'Idioma, com a minim, el 85%. Quants alumnes, com a minim, aproven les quatre

assignatures?

7E6. Donada una circumferencia 'Y i dos punts A i B del seu pla, es traca per B una

secant variable que talla 'Y en dos punts MiN. Determineu el Iloc geometric dels centres

de les circumferencies circumscrites al triangle AMN .

7E7. Calculeu els valores dels cosinus dels angles x que satisfan I'equacio

. 2 2 1.
sin x - 2 cos x + 2' sin 2x = O.

7E8. Es dona un punt M a I'interior d'una circumferencia, a una distancia OM = d

del centre O. Per M es tracen dues cordes AB i CD que formen angle recte. S'uneix A

amb C i B amb D. Determineu el cosinus de l'angle que ha de formar la corda AB amb

OM per tal que la suma de les arees dels triangles AMC i BMD sigui minima.

Guanyadors: Enrique Rodriguez Bono, Francisco J. Corella Monzon, Ignacio Alegre de

Miguel.
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1979-71 VI" Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
8

Primera sessi6

8Cl. Calculeu raonadament els valors enters de x per als quals la funci6

X2

f(x)=x+6
pren valors enters.

8C2. Estic esperant l'ascensor al pis 5e d'una casa de set pisos. En un cert moment

l'ascensor inicia la pujada amb dues persones a dins. Sabem que a cada pis hi viuen 10

persones, i que jo no s6c de la casa. Quina es la probabilitat que l'ascensor es pari al 5e

pis?

8C3. En un triangle ABC el vertex A es fix i l'angle BAG es constant. Trobeu el

Hoc geometric del vertex C si el vertex B recorre una recta riel producte AB . AC es

constant.

8C4. Per a cada nombre natural a definim la successi6 Sa

Xl = a; xn+I=2xn-l, (n=I,2,3, ... ).

Demostreu que donat un nombre natural qualsevol b =/1, existeix un unic nombre parell

p tal que b es un terme de la successi6 Sp.
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Segona sessi6

8C5. Siguin els conjunts E = {I, 2, 3, 4} i A = {I, 4}.
a) Construi'u el conjunt P(E) de les parts de E.

b) Definides les relacions

XRY<==?XUA=YUA

X R* Y <==? X n A = Y n A

per tot X, Y E P(E), demostreu que les dues s6n relacions d'equivalencia i determineu les

classes dequivalencia respectives.

8C6. Trobeu l'equaci6 de la circumferencia que passa pel punt P(a, 4) i es tangent a

l'eix d'abscisses en el punt de coordenades (3,0), sabent que a es igual a la suma de les

arrels de l'equaci6
log(35 - x3) l' 1----''-'-----'- = 1m n

log(5 - x) n�oo (n + 4)nn+l

8C7. Si dos nombres complexos z i z' compleixen

Iz+z'I=lz-z'l

lZ
demostreu que es real.

z,

8C8. Sobre una semirecta OX d'origen 0 s'agafen dos punts fixos A B. Sigui OY

una semirecta que formi amb OX un angle x.

a) Determineu sobre OY un punt T tal que la diferencia entre els angles TAB TBA

sigui igual a x.

b) Trobeu el Hoc geometric de T en variar x.

Guanyadors: Antonio Milian Masana, Miguel Canela Camps, Joaquin Frigola Sala.
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1970-71 VIII Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
8

Primera sessi6

BEL Calculeu
k=49

l1(k
f;{II33l(k

sabent que els nombres 11 i 1331 estan escrits en base k ::::: 4.

BE2. En una certa geometria operem amb dos tipus d'elements, punts i rectes, que estan

relacionats segons els axiomes segiients:
I. Donats dos punts A i B , existeix una unica recta (AB) que passa per tots dos.

II. Sobre una recta hi ha com a minim dos punts. Existeixen tres punts no situats sobre

una recta.

III. Si un punt B esta situat entre A i C llavors B esta tambe entre CiA. (A, B, C

son tres punts diferents d 'una recta.)
IV. Donats dos punts A i C existeix com a minim un punt B a la recta (AC) de forma

que C esta entre A i B.

V. Donats tres punts sobre una mateixa recta, com a maxim un d'ells esta entre els altres

dos.

VI. Siguin A, B, C tres punts no situats sobre una mateixa recta i a una recta que no

conte cap dels tres punts. Si la recta passa per un punt del segment [AB] , aleshores passa

per un punt del segment [BC] 0 passa per un del segment [AC]. (Designem per [AB] al

conjunt de punts que estan entre A i B.)
A partir del axiomes anteriors, demostreu les proposicions segiients:
Teorema 1. Entre els punts A i C existeix almenys un punt B.

Teorema 2. Donats tres punts diferents sabre una recta, sempre un d'ells esta situat entre

els altres dos.

BE3. Si 0 < p, 0 < q i p + q < 1 demostreu

(px + qy)2 $ px2 + qy2.

BE4. Demostreu que en tot triangle de costats a, b , c i angles A, B, C es compleix

(mesurant els angles en radiants)
aA + bB + cC 7r
------>-

a+b+c
-

3'

Indicaci6: Feu servir a ::::: b ::::: c ===} A ::::: B ::::: C.
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Segona sessi6

BE5. Demostreu que per tot nombre complex z es compleix

Escrivint les igualtats que resulten en donar a nels valors 0, 1, 2, ... i multiplicant-les,
demostreu que per Izl < 1 es compleix

BE6. Les velocitats d'un submari submergit i en superficie son, respectivament, v i

kv. Esta situat en un punt P a 30 milles del centre 0 d'un cercle de radi 60 milles. La

vigilancia d'una esquadra enemiga l'obliga a navegar submergit mentre esta dins del cercle.

Discutiu, segons els valors de k , quin es el cami mes rapid per anar a l'extrem oposat del

diametre que passa per P. (Considereu el cas particular k = V5.)

BE7. Doneu una inversio que transformi dues circumferencies concentriques i coplanaries

en dues altres iguals.

BEB. Del conjunt de 2n nombres 1,2,3, ... ,2n en triem n + 1 de diferents. Demostreu

que entre els nombres triats n'hi ha dos, com a minim, tals que un divideix l'altre.

Guanyadors: M. Isabel Corella Monzon, Vicente Frances Tortosa, Jose M. Gil Martinez.

46



1971-71 IX Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
9

Primera sessi6

9Cl. Tres ruletes perfectament horitzontals, centrades i equilibrades contenen sectors

circulars pintats en vermell i en negre, de la forma segiient: la ruleta 1 te 1800 en negre

i 1800 en vermeil; la ruleta 2 te 2550 en vermell i 1350 en negre; i la ruleta 3 te 2700

en verrnell i 900 en negre. Calculeu la probabilitat que en jugar simultaniament ales tres

ruletes surtin dos negres i un vermeil.

9C2. Demostreu la desigualtat, per n natural mes gran que 1,

9C3. Construiu un triangle coneixent a + b + c, a i A.

9C4. En un grup de 24 alumnes de COU que han escollit al menys una de les assignatures

de Filosofia, Geografia i Matematiques, se sap que:

5 alumnes trien Filosofia i Geografia,
3 alumnes trien Filosofia i Matematiques,

6 alumnes trien Geografia i Matematiques,

Se sap tarnbe que el nombre d'alumnes que escullen unicament una de les assignatures

anteriors es el mateix en els tres casos. Quin es el nombre d'alumnes que tria cada una de

les assignatures esmentades?
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Segona sessi6

9C5. Contesteu raonadarnent les questions segiients:

a) Quin es el periode de la funci6 tan 3x ?

b) Si la funci6 f( x) te un punt d'inflexi6 per a x = Xo , es necessariament l' (xo) = O?

c) Doneu el camp d'existencia de la funci6

Y = Vx2 - 4x - 5.

d) En el conjunt (Q dels nombres racionals es defineix la llei de composici6 interna

a*b=a+3b (a,bE(Q).

Hi ha element neutre d'aquesta llei?

9C6. Trobeu el valor de a que fa compatible el sistema d'equacions

2y z a

3x 2z 11

y + z 6

2x + y 4z a

i resoleu-lo substituint a pel valor trobat.

9C7. Deterrnineu a, b i c a la funci6 y = x3 + ax2 + bx + c, sabent que la corba

corresponent talla l'eix YY' en punts de (0, -10) i te una inflexi6 amb tangent paraHela

a l'eix XX' en el punt (-1,1).

9C8. Amb centre en els quatre vertexs d'un quadrat i radi igual al costat del quadrat

es tracen en ell quatre quadrants. Trobeu l'area de l'estrella que aixi es forma.

Guanyadors: Alejandro Turull Crexells, Emilio Vado Vazquez, Josep Gelonch Anye.
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1971-72 IX Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
9

Primera sessio

9El. Sigui]{ un anell amb unitat i M el conjunt de les matrius 2 x 2 constituides amb

elements de K', Es defineix a M una addici6 i una multiplicaci6 de la forma usual entre

matrius. Es demana:

a) Comproveu que M es un anell amb unitat i no commutatiu respecte de les lleis de

composici6 definides.

b) Comproveu que si K es un cos commutatiu, els elements de M que tenen invers est an

caracteritzats per la condici6 ad - be i= o.

c) Demostreu que el subconjunt de M format pels elements que tenen invers es un grup

multiplicatiu.

9E2. Un punt es mou sobre els costats del triangle ABC definit pels vertexs A( -1.8,0),

B(3.2, 0), C(O, 2.4). Determineu les posicions d'aquest punt de manera que la suma de

distancies als tres vertexs sigui maxima 0 minima absoluta.

A( -1.8, 0)

C(O, 2.4)

B(3.2, 0)

9E3. Tenim un prisma hexagonal regular. Digueu quina es la poligonal que, surtint d'un

vertex de la base, recorre totes les cares laterals i acaba en el vertex de la cara superior

situat ala mateixa aresta de la sortida, i te longitud minima.

9E4. Es consideren al pla els segiients conjunts de punts:

A = {afixos dels complexos z tals que arg(z - (2 + 3i») = 7r /4} ,

B = {afixos dels complexos z tals que modj z - (2 + i») < 2} .

Determineu la projecci6 ortogonal sobre l'eix X de An B.
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Segona sessi6

9E5. Tenim dues rectes paraHeles r i r' i un punt P sobre el pla que les conte que no

esta sobre cap de les dues rectes, Trobeu un triangle equilater que tingui un vertex a P,
un altre sobre riel tercer sobre r' .

9E6. Donades tres circumferencies de radis r, r' i r'! , cada una tangent exteriorment a

les altres dues, calculeu el radi del cercle inscrit al triangle que te per vertexs els centres

de les circumferencies donades.

9E7. Demostreu que per a tot enter positiu n, el nombre

es multiple de 8.

9E8. Sabem que �_3 = {(Xl, X2, Xg) I Xi E JR:, i = 1,2, 3} es un espai vectorial respecte de

les lleis de composici6

(XI,X2,xg) + (YI,Y2,Y3) = (Xl + YI,X2 + Y2,X3 + Y3),

.\(XI,X2,X3) = (.\XI,.\X2,.\X3), .\ E R

Considerem el segiient subconjunt de JR:3:

L = {(Xl, X2, Xg) E JR:3 I Xl + X2 + X3 = o} .

a) Demostreu que L es un subespai vectorial de JR:3.

b) A JR:3 es defineix la relacio segiient

xRy {==} x - Y E L; x, Y E JR:3.

Demostreu que es una relacio d'equivalencia.

c) Trobeu dos vectors de JR:3 que pertanyin ala mateixa classe que el vector (-1,3,2).

Guanyadors: Josep Gelonch Anye, Jose I. Querol Bravo, Jose Bonet Solves.
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1971-72 X Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
10

Primera sessi6

lOCI. Digueu qui es mes gran: e" 0 7re.

IOC2. Donada I'ellipse
x2 y2
a2

+ b2
= 1

es considera el sector definit per dos raigs focals. El primer, FA, passa pel vertex mes pro­

xim a F; el segon, FP , forma un cert angle donat Q, (0 < Q < 1800), amb FA. Calculeu

I'area del sector el·liptic determinat pels dos raigs (part ombrejada de la figura).

A

IOC3. Demostreu la proposici6 segiient: els tres afixos dels complexos Zl, Z2, Z3 formen

un triangle equilater si i nomes si

IOC4. Demostreu que
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Segona sessi6

IOC5. Una persona passa per sota d'un focus de llum durant la nit. En aquest moment

segueix un cam! recte amb velocitat constant de v m/s. Trobeu la velocitat de creixement

de la seva ombra a mesura que va caminant, si h i a son les altures respectives del focus

i de la persona.

IOC6. Demostreu que les altures d'un triangle acutangle son les bisectrius dels angles
d'un triangle els vertexs del qual son els peus d'aquelles altures.

IOC7. Sigui A una anell amb element unitat e, i B un subanell de A, tambe amb

element unitat e". Han de ser iguals e i e'? En cas negatiu, poseu un exemple.

IOC8. Una bossa conte 13 boles, de les quals 4 son negres, 6 blanques i 3 vermelles. De

quantes maneres es pot treure un conjunt de 5 boles que contingui, al menys, una bola de

cada color.

Guanyadors: Enrique Frau Pice, Jorge Esteve Comas, Juan J. Carmona Domenech.
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1972-73 X Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
10

Primera sessi6

IOE!. Donada la successi6 (an), on

1 4 2
an =

4n
- IOn (n - 1), per n = 0,1,2 ...

Determineu el terme minim de la successi6.

IOE2. Determineu totes le solucions del sistema

2x 5y + llz 6 o

o

o

-x + 3y

4x 5y

16z + 8

83z + 38

3x + lly z + 9 > 0

en el qual hi ha tres equacions i una inequacio lineals.

IOE3. Es considera en el pla complex la successi6 (an) de nombres complexos definida

per

ao = 1, ian = an-l + �(cos45° +isin45°t·
n

Demostreu que la successi6 de parts reals del termes de (an) es convergent i el seu limit

es un nombre cornpres entre 0.85 i 1.15.

IOE4. Siguin C i C' dues circurnferencies concentriques de radis r i r' respectivament.

Determineu el valor del quocient r' [r per tal que a la corona limit ada per C i C' existeixin

vuit circumferencies Ci, i = 1, ,8, que siguin tangents a Cia C', i tarnbe que C,

sigui tangent a Ci+1 per i = 1, ,7 i Cs tangent a C1.
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Segona sessi6

IOES. Es considera el conjunt de tots els polinomis de grau menor 0 igual que 4 amb

coeficients raeionals.

a) Denostreu que te estructura d'espai vectorial sobre el cos dels racionals.

b) Demostreu que els polinomis 1, x - 2, (x - 2)2, (x - 2)3 i (x - 1)4 formen una base

d'aquest espai.

c) Expresseu el polinomi 7 + 2x - 45x2 + 3x4 en la base anterior.

IOE6. Es eonsidera un triangle equilater d'altura 1. Per tot P de l'interior del triangle,
es designen per x, y, z les distancies del punt Pals costats del triangle.

a) Demostreu que per tot punt P interior del triangle es compleix que x + y + z = 1.

b) Digueu quins s6n els punts de l'interior del triangle que compleixen que la distancia a

un costat es mes gran que la suma de les distancies als altres dos.

e) Tenim una barra de longitud 1 i la trenquem en tres trocos, Trobeu la probabilitat que

amb aquests trocos es pugui formar un triangle.

IOE7. En el pla es consideren els dos punts P(8,2) i Q(5, 11). Un mobil es desplaca de

P a Q seguint un cami que ha de complir les condicions segiients: el mobil surt de P i

arriba a un punt de l'eix x i recorre sobre aquest eix un segment de longitud 1; despres se

separa altra vegada de l'eix x i es dirigeix cap un punt de l'eix y, sobre el qual recorre un

segment de longitud 2; se separa de l'eix y i va cap a un punt Q. D'entre tots els camins

possibles, determineu el de longotud minima, aixi com aquesta longitud.

IOE8. En un espai euclidia de tres dimensions es designen per Ul, U2, U3 els tres vectors

unitaris ortogonals sobre els eixos x, y, z.

a) Demostreu que el punt P(t) = (1 - t)Ul + (2 - 3t)U2 + (2t - l)u3 , on t pren tots els

valors reals, descriu una recta (que designarem per L).
b) Digueu quina figura descriu el punt Q(t) = (1 - tz)Ul + (2 - 3t2)U2 + (2t2 - l)u3 S1 t

pren tots els valors reals.

c) Trobeu un vector paral·lel a L.

d) Quins son els valors de t que fan que el punt P(t) sigui sobre el pla 2x + 3y + 2z + 1 = O?

e) Trobeu l 'equacio cartesiana del pla paral·lel a l'anterior i que contingui el punt P(3).

f) Trobeu I'equacio cartesiana del pla perpendicular a L que contingui el punt P(2).

Guanyadors: Antonio Garcia Fernandez, Miguel Castano Gracia, Enrique Frau Pico,
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1973-74 XI Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
11

Primera sessi6

11Cl. Un rellotge es mou amb marxa constant i les seves busques es superposen cada

62 minuts. Digueu si s'avanca 0 es retarda, i quin es el valor de I'avancament 0 retard.

llC2. Estudieu l'isomorfisme del grup additiu 7l/4 del enters modul d i el grup multi­

plicatiu dels elements no nuls dels enters modul fi, 7l/5.

11C3. En una escola d'idiomes s'ensenya alemany, angles i frances. Se sap que els alum­

nes matriculats dangles son en el mateix nombre que matriculats de frances i quatre

vegades mes que d'alemany. El nombre d'alumnes matriculats de frances i angles a la ve­

gada es igual al de matriculats d'alemany i es tambe tres vegades el nombre de matriculats

d'alemany i angles. Dels matriculats d'alemany, 7 ho estan de fauces, 8 ho estan d'angles

i 5 de frances i angles. Quants alumnes hi ha en total?

11 C4. Estudieu la funcio
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Segona sessi6

llC5. La funci6 f de la varible real x esta definida per

a) Estudieu l'existencia i continui'tat de f.

b) Determineu la derivada d'ordre n d'aquesta funci6 i doneu-ne una expressi6 simplificada.

c) Determineu I'area de la figura limitada per la grafica d'aquesta funcio, l'eix d'abscisses,

i les rectes d'equacions x = 0 i x = 1.

11C6. Demostreu que el producte de dues diferencies de dos quadrats cada una es, en

general de dues maneres diferents, diferencia de dos quadrats.

11 C7. Els costats del triangle ABC son a, b ie, i les mitjanes ma, mb 1 me.

1) Demostreu que val sempre la fitacio

3 ma + mb + me
- < < 1.
4 a+b+c

2) Proveu que les fites anteriors no es poden millorar.

11C8. Un triangle te per base la recta que uneix els punts A(a, 0) i B( -a, 0), essent A

i B dos dels seus vertexs. Els angles de la base son tals que la suma de llurs tangents es

2. Trobeu el lloc geometric del tercer vertex C. Discussi6.

Guanyadors: Juan M. Sueiro Bal, Angel Calsina Ballesta, Joan Elias Garda.
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1973-74 XI Olimpfada Matematica

Segona fase (Espa nya)
11

Primera sessi6

IIEl. Se sap que un dcdecaedre regular es un polfedre regular que te 12 cares penta­

gonals iguals i tal que en cada vertex hi concorren 3 arestes. Es demana que calculeu,

raonadament,

a) el nombre de vertexs,

b) el nombre d'arestes,

c) el nombre de diagonals de totes les cares,

d) el nombre de segments rectilinis determinats per cada dos vertexs,

d) el nombre de diagonals del dodecaedre,

11E2. D'un disc metal-lic es treu un sector circular de forma que amb la part que queda

es pugui fer un vas conic de volum maxim. Calculeu, en radiants, l'angle del sector que

s'ha tret.

11E3. Designarem per Z(5) un cert subconjunt del conjunt Q dels nombres racionals.

Un racional pertany a Z(5) si i nomes si existeixen fraccions pertanyents a aquest racional

tals que 5 no divideixi el seu denominador. (Per exemple, el nombre racional 13/10 no

pertanya Z(5), ja que el denominador de totes les fraccions iguals a 13/10 es un multiple

de 5. En canvi, el nombre racional 75/10 pertany a Z(5)ja que 75/10 = 15/12).
Contesteu raonadament les segiients questions:

a) Quina estructura algebraica (semigrup, grup, etc.) te Z(5)reSpecte de la suma?

b) I respecte del producte?

c) Es Z(5) un subanell de Q?

d) Es Z(5) un Z(5) -espai vectorial?

(Les operacions son les habituals del cos dels nombres racionals).

IIE4. Els tres costats d'un triangle equilater es suposen reflectants (excepte en els ver­

texs), de forma que reflectixin cap a dins del triangle els raigs de Hum situats en el seu pla

i que surtin d'un punt interior del triangle.
Determineu el recorregut d'un raig de llum que, partint d'un vertex del triangle arribi a un

altre vertex despres de reflectir-se successiament en els tres costats. Calculeu la longitud

del cami seguit per la llum suposant que el costat del triangle mesuri 1 m.
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Segona sessi6

IIE5. Sigui (G,·) un grup y e un element neutre. Demostreu que si tots els elements

x de G compleixen
x· x = e

aleshores (G,·) es abelia (0 sigui, commutatiu).

IIE6. En una circumferencia de radi igual a la unitat es tracen dues cordes, AB i AC

d'iguallongitud.
a) Digueu com es pot construir una tercera corda DE de manera que quedi dividida en

tres parts iguals per les interseccions amb AB i AC.

b) Si AB = AC = v'2, digueu quant valen les longituds dels dos segments que la corda

DE determina sobre AB.

IIE7. Un diposit te forma de prisma hexagonal regular, les bases fan 1 m de costat i

l'altura es de 10 m. Es situen les arestes laterals en posici6 oblicua i s'omple parcialment
amb 9 m

3 d'aigua. EI pla de la superficie lliure de l'aigua talla totes les arestes laterals.

Una d'elles queda amb una part de 2 m sota l'aigua. Quina part queda sota l'aigua de

l'aresta lateral oposada a l'anterior?

IIE8. Els costats d'un poligon regular convex del L + M + N costats s'han de dibuixar

en tres colors: L han de ser vermells, M han de ser grocs i N han de ser blaus. Expresseu,

per mitja de desigualtats, les condicions necessaries i suficients per tal que tingui soluci6

(rnes d'una, en general) el problema de pintar els costats sense que dos de contigus tinguin
el mateix color.

Guanyadors: Juan M. Sueiro Bal, Jesus Alcazar Moreno, Luis Narvaez Macarro.
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1974-75 XII Olimplada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
12

Primera sessi6

12Cl. Estudieu el sistema
)..x + y + Z )..2

X Y + z 1

3x y
- z 1

6x y + z 3)..

segons els valors del pararnetre )...

12C2. Donada la corba d'equaci6 y2 = x2 - x4 , es demana

a) Dibuixeu-la.

b) Area de la superficie plana tancada per la corba.

12C3. Siguin Po, PI, P2 els afixos de i, 0, 1. Sigui P3 el peu de la perpendicular

tracada des de P2 al segment POPI; analogament, sigui P4 el peu de la perpendicular

tracada des de P3 al segment PIP2; i aixi successivament. Trobeu

12C4. Calculeu la potencia n-esima de la matriu
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Segona sessi6

12C5. Donades les dues funcions

3x
f(x) =

5x2 -I'

7x
g(x) =

8x2 + 2'

a) Determineu els tres conjunts

A = {xlf(x) = g(x)}
B = {xlf(x) > g(x)}
C = {xlf(x) < g(x)}.

b) Si x es bastant gran, quina de les dues funcions es mes gran?

12C6. Demostreu que si f(x) i g(x) son dos polinomis de grau n, aleshores I'expressio

f g(n) - t' g(n-l) + f" g(n-2) + ... + (-It-1 f(n-l) g' + (-It f(n) 9

es independent de x.

12C7. Siguin a, b, a', b' nombres racionals, b , b' estrictament positius i -/bi irracional.

Demostreu que una qualsevol de les igualtats

a + Vb = a' + V/]; a - Vb = a' - .Jbi

implica

a = a' b = b'.

Aplicaci6: Digueu si es un enter

12C8. Les corbes y2 = x, y2 = x3 limiten una regie en el primer quadrant. Es traca,

dins de la regie, un rectangle amb els costats paral·lels als eixos. Una de les diagonals te

els dos extrems un sobre cada corba. La dirnensio horitzontal del rectangle es 1/3. Trobeu

I'area del rectangle d'area maxima que es pot construir d'aquesta manera.

Guanyadors: Jose Lorenzo Valles Brau, Rafael Abenaza Campodarbe, Ramon Masip

Treig.
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1974-75 XII Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
12

Primera sessi6

12El. Calculeu el limit

(Per a calcular ellimit es pot seguir el procediment de construccio de la integral).

12E2. Estudieu la funcio real

definida pe x E lR - [-1,0]. Representacio grafica.

12E3. Designarem per Z(5) un cert subconjunt del conjunt Ql dels nombres racionals.

Un racional pertany a Z(5) si i nomes si existeixen fraccions pertanyents a aquest racional

tals que 5 no divideixi el seu denominador. (Per exemple, el nombre racional 13/10 no

pertanya Z(5) , ja que el denominador de totes les fraccions iguals a 13/10 es un multiple

de 5. En canvi, el nombre racional 75/10 pertany a Z(5)ja que 75/10 = 15/12).
Contesteu raonadament les segiients questions:

a) Quina estructura algebraica (semigrup, grup, etc.) te Z(5) respecte de la suma?

b) I respecte del producte?

c) Es Z(5) un subanell de Ql?

d) Es Z(5) un Z(5) -espai vectorial?

(Les operacions son les habituals del cos dels nombres racionals).

12E4. Demostreu que si el producte de n nombres reals i positius es igual a 1, la seva

suma es mes gran 0 igual que n.
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Segona sessi6

12E5. Tenim una recta r del pla i dos punts A i B exteriors a la recta i en el mateix

semipla, Determineu un punt M de la recta tal que l'angle de r amb AM sigui el doble

del de r amb EM. (Considereu com a angle de dues rectes al mes petit dels angles que

formen).

12E6. Siguin {Xn} i {Yn} dues successions de nombres naturals definides aixi:

Xl = I,
YI = I,

X2 = I,
Y2 = 7,

Xn+2 = Xn+l + 2xn per a

Yn+2 = 2Yn+1 + 3Yn per a

n = 1,2,3, .

n = 1,2,3, .

Demostreu que, llevat del cas Xl = YI = 1, no existeix cap valor natural que pertanyi a

les dues successions.

12E7. Es considera la funci6 real definida per

1
f(x) =

Ix + 31 + Ix + 11 + Ix - 21 + Ix - 51

per tot x E JR.

a) Determineu el maxim.

b) Representeu-la graficament.

12E8. S'escullen aleatoriament dos nombres reals entre 0 i 1. Calculeu la probabilitat

que un qualsevol d'ells sigui menor que el quadrat de l'altre.

Guanyadors: Agustin Llerena Achutegui, Federico Cuco Pardillos, Enrique Uzabal Amores.
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1975-76 XIII Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
13

Primers sessi6

13Cl. Calculeu

1-11-v-4x2 - 12x - 5 dx
-2 2

per rnitja de la interpretaci6 geometrica,

13C2. Donats els vectors de l'espai vectorial R3 sobre R: al = (1,3, -2), a2 =

(4,-1,3), a3 = (-3,17,-16), trobeu la dimensi6 del subespai vectorial E generat per

aquests tres vectors. Donat el vector a4 = (4,0, m), determineu m per tal que aquest

vector pertanyi a E.

13C3. Es consideren tots els nombres naturals des de 1 fins a IOn. Calculeu, en funci6

de n, la probabilitat que triant-ne un a l'atzar, sigui multiple de 2 0 de 3.

13C4. A l'interior d'un quadrat ABCD de costat unitat s'agafa un punt Pies consi­

deren les quatre distancies PA, PB, PC i PD. Demostreu que

1) Com a maxim una de les distancies es mes gran que -15/2.
2) Com a maxim dues de les distancies s6n mes grans que 1.

3) Com a maxim tres de les distancies s6n mes grans .../2/2.
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Segona sessi6

13C5. Les corbes y = X3 i y = z
" amb n natural no nul, limiten una regi6 tancada.

Calculeu-ne I'area en funci6 de n .

13C6. S'agafa un nombre A = ala2a3 ... i el nombre A' = al + a2 + a3 + ... format

per la suma de les xifres del nombre A. De la diferencia dels dos,

es treu una xifra b., Determineu el valor d'aquesta xifra si ens donen la suma B =

b1 + b2 + b3 + ... de les restants xifres de A - A'. Estudieu si hi ha algun cas d'ambigiiitat.

13C7. Determineu totes les n-ples (aI, a2, ... ,an) de nombres reals tals que

per totes les n-ples (Xl,X2, ... ,xn) que compleixin

Xl + X2 + ... + Xn = o.

13C8. Si es calcula aproximadament el quadrat d'un nombre decimal per mitja d'una

taula de quadrats de nombres naturals (fent servir la mateixa idea que per trobar el

logaritme d'un nombre no contingut en una taula), demostreu que l'error comes es menor

o igual que 0.25.

Guanyadors: Francese Tiiiena Salvafia, Antoni Ras Sabid6, Luis M. Fernandez Sanchez­

Reyes.
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1975-76 XIII Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
13

Primera sessi6

13El. En un pla es donen quatre punts fixos A, B, C, D no alineats tres a tres.

Construiu un quadrat de costats a, b, c, d de forma que A E a, BE b , C E c, DE d.

13E2. Es considera el conjunt C de totes les r-ples les components de les quals s6n

1 0 -1. Calculeu la suma de totes les components de tots els elements de C excloent la

r-pla (1,1,1, ... ,1).

13E3. A tr aves d'una lent que inverteix la imatge mirem el mirall retrovisor del nostre

cotxe. Si en aquest mirall s'hi reflecteix la matricula del cotxe que ens segueix, CS-3965-

EN, dibuixeu la imatge que nosaltres rebem. Dibuixeu tambe la que s'obte de permutar

les anteriors transformacions, es a dir, reflectint en el retrovisor la imatge que d6na la lent

de la matricula, Es commutatiu el producte de les dues transformacions, la reflexi6 en el

mirall i la refracci6 a traves de la lent?

13E4. Demostreu que l'expressi6

on n es un enter qualsevol, es sempre divisible per 24.
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Segona sessi6

13E5. Demostreu que l'equaci6

Z4 + 4( i + 1)z + 1 = 0

te una arrel a cada quadrant del pla complex.

13E6. Donada una matriu quadrada M d'ordre ri sobre el cos dels nombres reals, tro­

beu, en funcio de M, dues matrius, una simetrica i una altra antisimetrica, tals que la

seva suma sigui precisament M.

13E7. EI preu d'un diamant es proporcional al quadrat del seu pes. Demostreu que si

el trenquem en dues parts el seu preu baixa. Quan es maxima la "depreciaci6n"?

13E8. Es d6na la funci6

Estudieu-ne la continuitat i derivabilitat en el punt d'abscissa 1. La seva grafica determina

amb l'eix X una figura tancada. Deterrnineu-ne I'area,

Guanyadors: Serafin Moral Callej6n, Antonio J. Rodriguez de la Cruz, Antonio Barreiro

BIas.
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1976-77 XIV Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
14

Primera sessi6

14Cl. Siguin M el punt mitja del cost at BC i N el punt mitja del costat DA del qua­

drat ABCD. Determineu simetries axials que aplicades successivament permetin trans­

formar el triangle ABN en el CDM. S'ha de procurar que el nombre d'aquestes simetries

sigui el mes petit possible. Doneu els eixos de les simetries que es demanen, i l'ordre

daplicacio de les simetries.

14C2. Si a es un nombre real, designem per Ua I'aplicacio de lR en lR definida aixi:

{ 0,
Ua(x) =

1,

Sl X E lR i x < a,

Sl x E lR i x ::::: a.

Estudieu si les aplicacions U2, U4 i Us son linealment independents (considerades com

elements de l'espai vectorial de les aplicacions de lR en lR, sobre el cos dels nombres reals).

14C3. L'Antoni, en Lluis i en Robert han rebut el regal d'un gos, un gat i un canari, i

cada un d'ells vol quedar-se un animal. Estan d'acord en les condicions segiients:

1) L'Antoni no es queda el gos.

2) Si en Robert es queda el canari, l'Antoni no es queda el gat.

3) Si en Lluis es queda el gos, l'Antoni es queda el gat; i viceversa: si l'Antoni es queda el

gat, en Lluis es queda el gos.

Estudieu si hi ha algun repartiment possible dels animals que estigui d'acord amb les

condicions. Si es aixi, digueu quins son aquests repartiments.

14C4. Sigui n un nombre natural. Demostreu que cap de les xifres 2, 4, 7, 9, pot ser

l'ultim digit del nombre 1 + 2 + 3 + ... + n.
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Segona sessi6

14C5. Siguin A i B dos punt simetrics respecte de la bissectriu del primer quadrant.

Siguin C i D, respectivament, els afixos dels complexos suma i producte dels complexos
determinats per A i B. Es demana:

1) Els llocs geometries de A i B quan l'angle CBi5 es de 90°.

2) Els llocs geometries de C i D.

14C6. Siguin els h nombres reals aI, a2, ... a«, (h fix). Calculeu, si n --t 00, el limit

de la successio de terme general

(lin + lin + ... + lin)
n

bn =
al a2 ah

h

Apliqueu-ho al cas h = 3, al = 2, a2 = 4 i a3 = 8.

14C7. Es considera I'equacio de segon grau amb pararnetre m

x2 + (m - 2)x - (m + 3) = O.

1) Calculeu m per tal que la suma dels quadrats de les arrels sigui minim.

2) Calculeu m per tal que la suma dels quadrats de les arrels mes el quadrat del producte
de les arrels sigui minim.

14C8. Dues ciutats, A i B, estan unides per una via de ferrocarril recta. Ales 12 h

surten de la ciutat A una locomotora LA i una mosca M, en la direccio de la ciutat B.

Ala mateixa hora surt de la ciutat B, en direccio ala ciutat A, una locomotora LB. Les

velocitats uniformes respectives de LA, LB i M son 30, 40 i 45 Km/h.
La mosca es mou sobre la via segons el criteri segiient: despres de sortir de A, quan

troba LB retrocedeix fins trobar LA; torna a retrocedir fins a trobar novament LB, i aixi

successivament. Si la longitud de la via es de 350 Km, digueu quina distancia ha recorregut
la mosca des de la sortida a A fins que es aixafada per les dues locomotores.

Guanyadors: Jaime Domenech Plana, Jose A. Roman Jimenez, Antonio Llorens Tubau.
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1976-77 XIV Olimpfada Matematica

Segona fase (Espa nya)
14

Primera sessi6

14El. Donat el determinant d'ordre ri

8 3 3 3
3 8 3 3

3 3 8 3

3 3 3 8

calculeu el seu valor i digueu quins son els valors de n que fan que aquest valor sigui

multiple de 10.

14E2. Demostreu que totes les matrius quadrades de la forma, per a, b E R.,

(-� !)
formen un cos cornrnutatiu JK si es consideren les operacions de surna i producte de matrius.

Dernostreu tambe que si A E JK es un element d'aquest cos, existeixen dues matris de JK

tals que els seus quadrats siguin A.

14E3. Dernostreu que en una reuni6 de 285 persones n'hi ha d'haver una al rnenys que

hagi fet un nornbre parell d'encaixades de rna (0 es considera un nombre parell i correspon

a un assistent que no encaixi cap rna).

14E4. Dernostreu que la surna dels quadrats de cine enters consecutius no pot ser un

quadrat perfecte.
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Segona sessi6

14E5. Utilitzant una escala mecanica per baixar a l'estaci6 del Metro i caminant amb

pas regular, observo que necessito 50 graons per baixar. Si torno a pujar corrents, a una

velocitat 5 vegades el meu pas normal anterior, comprovo que necessito 125 graons per

arribar a dalt. Quants graons visibles te l'escala mecanica quan esta parada?

14E6. Sigui ABC un triangle i D el punt de tall de la bissectriu corresponent a l'angle
A amb el cost at BC. Demostreu que la circumferencia que passa per A i es tangent a la

recta BC en D, tambe es tangent a la circumferencia circumscrita al triangle ABC.

14E7. Tenim els nombres AI, A2, ... , An. Demostreu, sense necessitat de calcular

derivades, que el valor de X que fa minima la suma

(X - Ad + (X - Ad + ... + (X - An)2

es, precisament, la mitjana aritmetica dels nombres donats.

14E8. Determineu una condicio necessaria i suficient per tal que els afixos de tres nom­

bres complexos ZI, Z2 i Z3 siguin els vertexs d'un triangle equilater.

Guanyadors: Alberto Elduque Palomo, Francisco J. Palma Molina, Jose Pefia Gamarra.

70



1978-79 XV Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
15

Primers sessio. Abril de 1979.

15Cl. Sigui el polinomi p(x) = x3 + 6x2 + llx + 6. Demostreu que per a tot n natural

rnes gran que 2, es compleix:

a) pen) = 6h, on h es un natural.

b) h+1 no es primer.

15C2. Un tetraedre de l'espai euclidia E3 te dos parells d'arestes oposades ortogonals.

Demostreu que el tercer parell tambe ho es.

15C3. La f6rmula de de Moivre, valida per exponents naturals, es

(cos a + i sin at = cos na + i sin na.

Es aplicable aquesta formula amb exponents racionals? En cas negatiu, tracteu d'obtenir­

ne una generalitzaci6 resolent l'equaci6

(cos a + i sin a )P / q = cos x + i sin x.

15C4. Tenim tres bosses i cada una conte n boles numerades 1,2, ...

, n. S'extreu a

l'atzar una bola de cada bossa. Siguin x, y, z els numeros de les boles tretes. Calculeu

la probabilitat que x + y = z.

Nota: Durant el curs 1977-78 no es va celebrar Olimpiada Mctemaiica.
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Segona sessio. Abril de 1979.

15C5. Siguin /'1 i /'2 dues circumferencies exteriors i r una recta exterior a les dues

que les deixa en un mateix semipla, Determineu els punts P d'aquesta recta que tenen la

propietat que les tangents tracades des de Pales circumferencies formin amb r angles
iguals.

15C6. Proveu que per tot enter positiu n, el nombre a = 3n - 2n2 - 1 es divisible per

8. Demostreu tambe que si n no es multiple de 3, el nombre a definit abans, es divisible

per 24.

15C7. Trobeu una funcio f definida a l'interval [-3, OJ, continua, derivable i positiva,
tal que:

a) Per x = -1 te un extrem relatiu.

b) L'area limitada pel grafic de la funcio, l'eix d'abscisses i les rectes x = -3 x = 0 val

6 unitats d'area.

c) f(-l) = l.

15C8. Trobeu el valor de (1 + i.J3)n - (1- i.J3)n , essent n un nombre natural multiple
de 3.

Guanyadors: Carles Casacuberta Verges, Jorge Mas Trullenque, Carmen Sanchez Royo.
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1978-79 XV Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
15

Primera sessi6. Juny de 1979.

15El. Calculeu I'area de la interseccio de l'interior de l'el·lipse

amb el cercle limitat per la circurnferencia (x - 2)2 + (y _1)2 = 5.

15E2. Cert professor d'Oxford, destinat als serveis de criptografia de l'espionatge brita­

nic, paper interpret at per Dirk Bogarde a la pellicula, recruta el personal proposant petits
exercicis d'atencio, com ara llegir mentalment una paraula al reves. Freqiientment ho fa

amb el seu propi nom: SEBASTIAN s'ha de llegir NAITSABES.

Es pregunta si hi ha algun rnovirnent del pla 0 de l'espai que transforrni un d'aquests mots

en l'altre, tal com apareixen escrits. I si s'hagues dit AVITO, com un cert personatge

d'Unarnuno? Expliqueu raonadarnent cada resposta.

15E3. Demostreu la igualtat

15E4. Si Zl , Z2 son les arrels de I'equacio arnb coeficients reals z2 + az + b = 0, proveu

que Zl + z!j es un nombre real per a qualsevol valor natural de n. En el cas particular de

I'equacio z2 - 2z + 2 = 0 expresseu, en funcio de n, aquesta surna.

Nota: Durant e1 curs 1977-78 no es va celebrar Olimpiada Matemiitica.
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Segona sessi6. Juny de 1979.

15E5. Calculeu la integral definida

15E6. Es coHoquen tres boles en una urna pel segiient procediment: es tira una moneda

tres vegades i s'introdueix, cada vegada que surt cara una bola blanca a l'urna, i cada

vegada que surt creu, una bola negra. Extraiem d'aquesta urna, quatre vegades consecu­

tives, una bola; la retornem a l'urna abans de l'extracci6 segiient. Quina es la probabilitat
que en les quatre extraccions obtinguem bola blanca?

15E7. Proveu que el volum d'un pneumatic (tor) es igual al volum d'un cilindre la base

del qual es una secci6 meridiana d'aquell i que te per altura la longitud de la circumferencia

formada pels centres de les seccions meridianes.

15E8. Donat el polinomi

P(x) = 1 + 3x + 5x2 + 7x3 + ... + lOOlx50o,

expresseu el valor numeric de la seva derivada d'ordre 325 al punt x = O.

Guanyadors: Carles Casacuberta Verges, Jesus Nievas Espuelas, Jorge Mas Trullenque.
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1979-80 XVI Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
16

Primera sessio.

16Cl. Sabent que 75 bous mengen en 12 dies l'herba d'un prat de 60 arees, i que 81

bous mengen en 15 dies l'herba d'un altre prat de 72 arees, trobeu quants bous caldran per

menjar en 18 dies l'herba d'un prat de 96 arees, Se suposa que en els tres prats l'herba te

la mateixa altura en el moment d'entrar-hi els bous i que continua creixent uniformement

despres que hi hagin entrat.

16C2. Tenim la parabola y = ax2 i dos dels seus punts A i B d'abscisses Xl < X2 .

a) Calculeu, en funci6 de Xl, X2 I'area del triangle ABC, essent C el punt de la parabola

en el qual la tangent es paraHela a la recta AB.

b) Aplicant reiteradament el proces anterior, calculeu l'area del segment de parabola limit at

per la corda AB.

16C3. Siguin Z 1 W dos nombres complexos que compleixen la relacio

az + b
W= ---,

ez + d

on a, b, e, d son reals. Demostreu que si ad - be > 0, llavors les parts imaginaries de z

i w tenen el mateix signe.

( 0bservaei6: Calculeu w - W, on W es el conjugat de w).

16C4. A]R3 es considera el tetraedre DABC.

a) Demostreu que les rectes que uneixen cada un dels vertexs del tetraedre amb el baricentre

de la cara oposada, es tallen en un punt G.

b) Demostreu que els vectors que uneixen el punt D amb cada un dels baricentres de les

cares del tetraedre que passen per D, son una base de l'espai vectorial dels vectors lliures

de ]R3.

c) Calculeu les components del vector DG respecte de la base de l'apartat b).

75



Segona sessi6.

16C5. A partir de un significat geometric de la integral definida, calculeu

fo J-x2 - 2x dx.
-2

16C6. Demostreu que si els costats d'un triangle estan en progressio geometrica, la rao

esta compresa entre

-1 + v'5
2

1 + v'5
2

16C7. En el congres d'un partit politic hi assisteixen tots els afiliats, que son 2000 en

total. Un periodista observa que, dels presents en una sessio, el 12.1212 ... % son dones,

i el 23.423423 ... % pertanyen a la branca radical. Es demana el nombre d'afiliats que

falten en aquesta sessio.

16C8. Es considera la successio recurrent

amb al = 14.

Demostreu per induccio que, per a tot n 2: 1, el nombre

J3(a;, - 4)

es un enter divisible per 4. Com a aplicacio, demostreu que existeixen infinite triangles
tals que els costats mesuren enters consecutius i I'area es tambe un nombre enter.

Guanyadors: NO EN QUEDA CONSTANCIA A LA SCM.

76



1979-80 XVI Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
16

Primera sessi6.

16El. D'entre tots els triangles que tenen un cost at de 5 m de longitud i l'angle oposat

de 30° , determineu el d'area maxima, calculant el valor dels altres dos angles i l'area del

triangle.

16E2. Una urna conte els vots per a l'elecci6 de dos candidats A i B. Se sap que el

candidat A te 6 vots segurs i el candidat B en te 9. Trobeu la probabilitat que, en efectuar

l'escrutini, sempre vagi per davent el candidat B.

16E3. Demostreu que si aI, a2, ... , an s6n nombres reals positius, aleshores

Digueu quan es valida la igualtat.

16E4. Trobeu la funci6 f(x) que compleix l'equaci6

J'(x) + x2 f(x) = 0

sabent que f(l) = e. Representeu graficament aquesta funci6 i calculeu la tangent en el

punt de la corba d'abscissa 1.
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Segona sessi6.

16E5. Demostreu que si x es tal que

1
x+-=2cosa

x

llavors, per a tot n = 0,1,2, ... ,

n 1
x + - = 2cosna.

xn

16E6. Demostreu que si al producte de quatre nombre naturals consecutius s'afageix
una unitat, el resultat es un quadrat perfecte.

16E7. EI punt M varia sobre el segment AB que mesura 2m.

a) Trobeu I'equacio i la representacio grafica del Hoc geometric dels punts del pla les

coordenades dels quals, x, y, son, respectivament, les arees dels quadrats de costats AM

iBN.

b) Digueu quina classe de corba es, (Suggeriment: feu un gir d'eixos de 45°).
c) Trobeu I'area del recinte compres entre la corba obtinguda i els eixos de coordenades.

16E8. Determineu tots els triangles tals que les longituds dels tres costats i la seva area

son quatre nombres naturals consecutius.

Guanyadors: Guillermo Rozas Rodriguez, Pedro Carrion Rodriguez de Guzman, Jose

Fernando Lopez Blazquez.
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1980-81 XVII Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
17

Primera sessi6. 24 d'Abril de 1981.

17CI. Tres nornbres diferents posats en un cert ordre estan en progressi6 artimetica, i

posats en un altre ordre estan en progressio geometrica, Busqueu la rao d'aquesta pro­

gressi6 geometrica.

17C2. Calculeu

on [xl designa la part entera del nornbre real x .

17C3. Un trapezi te els dos vertexs C, D d'una base fixos. L'altra base AB es de

longitud constant i la surna de les longituds dels costats CA i DB tambe es constant.

Trobeu la figura que descriu el punt M interseccio de les rectes CA i DB.

M

C D
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Segona sessi6. 25 d'Abril de 1981.

17C4. Direm que un poliedre es regular si totes les cares son poligons del mateix nombre

k de costats i a cada vertex hi concorren el mateix nombre n d'arestes.

Utilitzant que el nombre de cares menys el d'arestes mes el de vertexs d'un poliedre es

sempre 2, demostreu que els unics poliedres regulars son el tetraedre, I'hexaedre, l'octaedre,
el dodecaedre i l'icosaedre.

17C5. Tres jugadors convenen que quan un perdi una partida donara a cada un dels

altres la quanti tat de diners que en aquell moment tingui cada un. Despres de jugar tres

partides cada un d'ells en perd una i es retiren amb 40 duros cada un. Quants duros tenien

en comencar?

17C6. Sigui A I'area d'un pentagon regular a I'area del pentagon format per les

diagonals del primer. Demostreu que

a = A ( sin 18° )
2

1 - 2sin218°

Guanyadors: Josep M. Jimenez Figuera, Xavier Andreu Darrera, Magi Bosch Llovet.
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1980-81 XVII Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
17

Primera sessi6. Juny de 1981.

17El. Calculeu la suma de n sumands

7 + 77 + 777 + ... + 7 ... 7.

17E2. Un vas de vidre cilindric te 8 em d'altura i la seva vora, 12 em de circumferencia.

Al seu interior, a 3 em de la vora, hi ha una diminuta gota de mel. En un punt de la

superficie exterior, en el pia que passa per I'eix del eilindre i per la gota de mel, i situat a

1 em de la base (fons) del vas, hi ha una mosca. Digueu quin es el cami mes curt que ha

de recorrer la mosca caminant per la superficie del vas, per tal d'arribar a la gota de mel.

Trobeu tambe la longitud d'aquest cami,

17E3. Donades les rectes que es creuen r is, es eonsideren les rectes U 1 v tals que:

a) u es simetrica de r respecte de s,

b) v es simetrica de s respeete de r .

Determineu l'angle que han de formar les rectes donades per tal que u i v siguin coplana-

nes.

17E4. Calculeu la integral

J dx

sin(x - 1) sin(x - 2)·

Suggeriment: Canvi tan x = t.
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Segona sessio. Juny de 1981.

17E5. Donat un nombre natural no nul n, sigui In la funci6 de l'interval tancat [0,1]
en lR definida aixi:

si 0 ::; x < lin
si 1 In::; x ::; 1.

a) Representeu graficament la funcio.

b) Calculeu An = Jo1 In(x) dx.

c) Trobeu, si eisteix, limn---+= An .

17E6. Demostreu que la transformaci6 producte de la simetria de centre (0,0) per la

simetria d'eix la recta d'equaci6 x = y+ 1, pot expressar-se com a producte d'una simetria

d'eix la recta e per una translaci6 de vector V, amb e paral-lela a V. Determineu una

recta e i un vector v que compleixin les condicions indicades. Son unics e i v?

1 7E7. En una fabrica de pilotes de tennis hi ha 4 maquines m1, m2, m3, m4, que

produeixen, respectivament, el 10%, 20%, 30% i 40% de les boles que surten de la fabrica.

La maquina m1 introdueix defectes en un 1 % de les boles que fabrica, la maquina m2 en

el 2%, la m3 en el 4% i la m4 en el 15%. De totes les pilotes fabricades en un dia, se'n

tria una a l'atzar i resulta ser defectuosa. Digueu quina es la probabilitat que aquesta bola

hagi estat elaborada per la maquina m3 .

17E8. Si a es un nombre senar, demostreu que

es una suma de tres quadrats i que es divisible per 4.

Guanyadors: Pablo Alvarez Royo-Villanova, Fernando Barbero Gonzalez, Fernando Etayo

Gordejuela.
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1981-82 XVIII Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
18

Primera sessio. 7 de Maig de 1982, tarda.

18Cl. Sabent que en un cert instant la busca petita d'un rellotge esta entre les 10 i

les 11, i la busca gran entre la 1 i les 2, i que al cap d'un cert temps les busques han

intercanviat els seus llocs, calculeu el temps transcorregut entre aquests dos instants.

18C2. Un cos solid te per base un cercle de radi T' i tota seccio ortogonal a un diarnetre

fix es un triangle equilater. Calculeu:

a) la naturalesa de la corba que determina el Ilorn del solid;

b) el volum del cos.

18C3. Sabent que les figures A, B, C del croquis son iguals, calculeu la seva area.

(Tots els angles son rectes i els segment rectilinis.)

A

B I
C

10 m
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Segona sessio. 8 de Maig de 1982, mat!.

18C4. Un safareig te tres aixetes A, B i C. Si obrim A i B el safareig s'omple en dues

hores, si obrim A i C s'omple en tres hores i si obrim B i C s'omple en sis heres. Quant
tardaria a omplir-se el safareig si les obrim totes tres alhora?

18C5. Quatre esferes descansen totes sobre un mateix pla, Cada esfera es tangent ales

altres tres. Se sap que tres de les esferes tenen el mateix radi R. Es demana el radi 'T" de

la quarta esfera en funcio de R.

18C6. Tenim n boles i sabem que comptades de 8 en 8 en queden 7, comptades de 9

en 9 en queden 8 i comptades de 10 en 10 en queden 9. Podem saber quantes en queden

comptades de 2 en 2, de 3 en 3, de 4 en 4, de 5 en 5, de 6 en 6 i de 7 en 7?

Guanyadors: Pere Colet Rafecas, Pere Gutierrez Serres, Andres Rodriguez Belmar.
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1981-82 XVIII Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
18

Primera sessi6. Juny de 1982.

18El. A la pagina de passatemps d'un diari es proposa el passatemps segiient: "Dos

nens, Antoni i Josep, tenen 160 tebeos. Antoni compta els seus de 7 en 7 i li'n sobren 4.

En Josep compta els seus de 8 en 8 i tambe li'n sobren 4. Quants tebeos tenen cada un?"

Al segiient numero del diari es d6na la soluci6: "L'Antoni te 60 tebeos i en Josep en te

100." Analitza aquesta soluci6 i indica que faria una matematic amb aquest problema.

18E2. En compondre una simetria d'eix r amb un gir d'angle recte al voltant d'un

punt P que no pertany a la recta, resulta un moviment M.

Es M una simetria axial? Hi ha alguna recta invariant per M?

18E3. Es llanca un coet i arriba als 120 m d'altura; ala caiguda perd 60 m, a continuaci6

recupera 40 m, torna a perdre'n 30, a guanyar-ne 24, a perdre'n 20, etc.

Si el proces segueix indefinidament, a quina altura tendeix a estabilitzar-se?

18E4. Determineu un polinomi de coeficients reals no negat ius que compleixi les dues

condicions segiients:

p(O) = 0,

essent Izl el rnodul del nombre complex z = x + iy.
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Segona sessio. Juny de 1982.

18E5. Construiu un quadrat coneixent la suma de la diagonal i el costat.

18E6. Demostreu que si u, v son nombres reals no negatius qualssevol, i a, b nombres

reals positius tals que a + b = 1, aleshores

18E7. Sigui S el subconjunt de nombres racionals que es poden escriure en la forma

alb, on a es un enter qualsevol i b un enter senar. Digueu si la suma i el producte de dos

elements de S tambe hi pertanyen. Digueu si a S hi ha elements tals que l'invers tambe

hi pertany.

18E8. Donat un conjunt C de punts del pla, s'anomena distancia d'un punt P del pla
al conjunt C a la mes petita de les distancies de P a cada un dels punts de C. Siguin
els conjunts C = {A, B}, amb A = (1,0) i B = (2,0) j i C' = {A', B'} amb A' = (0,1)
B' = (0,7), en un sistema de referencia ortogonal.
Trobeu i dibuixeu el conjunt M de punts del pIa que equidisten de C i C'.

Estudieu si es derivable la funcio que te per grafic el conjunt M obtingut abans.

Guanyadors: Javier Caballero Guerrero, Jose Sanchez Lacuesta, Patrik Simonetta.
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1982-83 XIX Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
19

Primera sesslo. 17 de Desembre de 1982, de 16 h a 20 h.

19CO. Sobre un quadrat LMNR de costat 1 tenim tres punts A, B, C tals que les

figures ALB, ARC i BMNC tenen la mateixa area. Calculeu I'area maxima i minima

del triangle ABC.

M N
�--------------�

B

C

L R

19C1. Determineu els nombres naturals n que divideixen tots els nombres naturals les

darreres xifres dels quals son exactament les xifres de n.

19C2. Demostreu que si 0 < t < 7r aleshores sin (t/2) > t/7r.

19C3. Es posa una rata en una caixa que te quatre sortides aparentment iguals. Una

de les sort ides es considera bona i es altres dolentes; si la rata tria una sortida dolenta, rep

una decarrega electrica que no la deixa sortir. Es demana quina es la probabilitat que la

rata surti de la caixa en un maxim de tres intents, considerant:

a) que la rata no te memoria;

b) que la rata te memoria.
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Segona sessio. 18 de Desembre de 1982, de 9 h a 13 h.

19C4. Digueu en quants zeros acaba el nombre 1000!

19C5. Digueu quina condici6 han de complir els nombres complexos a {3 per tal que

els punts a, {3, a + {3 i a{3 siguin vertexs d'un paral·lelogram.

19C6. Sigui 0 l'ortocentre d'un triangle (es a dir, el punt d'intersecci6 de les altures), i A

i B els punts d'intersecci6 d'una altura amb el costat corresponent i amb la circumferencia

circumscrita al triangle, respectivament. Hi ha alguna relaci6 entre els segments OA i

OB?

19C7. Determineu el volum minim Vn d'una piramide regular recta de n costats cir­

cumscrita a una esfera donada. Calculeu

Guanyadors: Xavier Santallucia Esbert, Josep Burillo Puig.
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1982-83 XIX Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
19

Primera sessio. Febrer de 1983.

19E1. Mentre Teofrast parlava amb Aristotil sobre la classificaci6 de les plantes, tenia

un gos lligat a una columna cilindrica de radi r perfectament llisa, amb una corda molt

fina que envoltava la columna iamb un llac de baga escorredora. El gos estava lligat a

l'extrem lliure de la corda. En intentar arribar a Teofrast, el gos va tibar la corda i la

trenca.. Digueu quina era la distancia de la columna al nus en el moment de trencar-se.

19E2. Construiu un triangle coneixent un angle, la ra6 dels costats que el formen i el

radi del cercle inscrit.

19E3. Una semicircumferencia de radi r es divideix en n + 1 parts iguals i s'uneix un

punt qualsevol k de la divisi6 amb els extrems de la semicircumferencia, formant aixi un

triangle Ak. Calculeu el limit, quan n tendeix a infinit, de la mitjana aritrnetica de les

arees dels triangles.

19E4. Determineu el nombre d'arrels reals de l'equaci6

16x5 - 20x3 + 5x + m = O.
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Segona sessio. Febrer de 1983.

19E5. Trobeu les coordenades dels vertexs d'un quadrat ABCD, sabent que A es sobre

la recta y - 2x - 6 = 0, C es sobre x = 0 i B es el punt (a, 0), essent a = log2/3(16/81).

19E6. En una cafeteria, un vas de llimonada, tres entrepans i set ensaimades han costat

1 xeli i 2 penics; i un vas de llimonada, quatre entrepans i i 10 ensaimades valen 1 xeli i 5

penics. Trobeu el preu de:

a) un vas de llimonada, un entrepa i una ensaimada;

b) dos vasos de llimonada, tres entrepans i cine ensaimades,

(1 xeli = 12 penics).

19E7. Un tetraedre regular d'aresta 30 ern descansa sobre una de les seves cares i es

buit per dintre. Es posa a l'interior 2 1 d'aigua. Es demana l'altura de la superficie liquida
i I'area de la superficie lliure de l'aigua.

19E8. L'any 1960, el mes gran de tres germans te una edat que es la suma de les dels

dos germans mes petits. Uns anys despres, la suma de les edats de dos dels germans es

doble que l'edat de l'altre. Han passat ara un nombre d'anys des de 1960, que es igual a

dues terceres parts de la suma de les edats que els tres germans tenien el 1960, i un d'ells

te 21 anys. Quina edat tenen els altres dos?

Guanyadors: Josep Burillo Puig, Roberto Selva Comis, Francisco J. Diez Vegas, Jose

Mara:ii.6n Mora.
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1983-84 XX Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
20

Primera sessi6. 16 de Desembre de 1983, de 16 h a 20 h.

20Cl. Trobeu totes les funcions J, definides en el conjunt dels nombres reals estricta­

ment positius, que prenen valors reals estrictament positius, i que compleixen

1) J(xJ(y)) = yJ(x) per a tot x,y positius.

2) f(x) -+ 0 si x -+ +00.

20C2. Determineu els triangles tals que l'altura i la mitjana concurrents en un vertex

divideixen l'angle en tres parts iguals.

20C3. Demostreu que si la funci6 J( x) es continua, positiva i decreixent per a x ;:::: 0, i

compleix
lim r J(t) dt = S,

x-oo J0

aleshores

lim xJ(x) = O.
X-++CX:>
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Segona sessi6. 17 de Desembre de 1983, de 9 h a 13 h.

20C4. Donat un triangle ABC, considerem el triangle AlBl Cl que te els vertexs sobre

els costats oposats a A, B i C, respectivament, i els seus costats s6n perpendiculars als

costats del primer triangle. Calculeu la ra6 de les arees dels dos triangles en funci6 dels

angles del triangle ABC.

20C5. Trobeu el minim nombre natural m tal que m! es divisible per 71983.

20C6. Donat un triangle equilater, considerem les rectes que passen pel punt rnitja d'un

costat. Estudieu la variaci6 de la longitud dels segments d'aquestes rectes interceptats pel

triangle.

Guanyadors: NO EN QUEDA CONSTANCIA A LA SCM.
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1983-84 XX Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
20

Primera sessi6. Febrer de 1984.

20El. En una posicio 0 d'un aeroport de campanya hi ha un cano que pot girar 3600•

Dos tancs ataquen aquest Hoc seguint trajectories rectes AB i CD donades. Trobeu

graficament I'abast del cano sabent que la suma de les longituds dels segments de trajectoria
dels tancs en els quals aquests estan sota el foe del cane, es una longitud donada R..

20E2. Determineu un nombre de cine xifres tal que el seu quadrat acabi en les mateixes

cine xifres coHocades en el mateix ordre.

20E3. Donats dos nombres reals posiitius p , q tals que p + q = 1, i sabent que tot parell
de nombres reals x, y compleix (x - y)2 � 0, es demana que demostreu

a)
x+y
-2- � yXy

b)

a) ( 1)
2

( 1)2 25

p+Z; + q+q �2

20E4. Calculeu
x x x

cos - . cos - ... cos -.

2 22 2n
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Segona sessio. Febrer de 1984.

20E5. Portem arcs iguals AB = A' B' = x sobre dues circumferencies iguals a partir de

dos punts fixos A, A' sobre cada una d'elles. Trobeu ellloc geometric dels punts mitjans
del segment BB' en variar x:

a) si posem els arcs en el mateix sentit,

b) si posem els arcs en sentits oposats.

20E6. Es considera una circumferencia I de centre (3, O)i radi 3, i la recta T paraHela
a l'eix Ox que dista 3 de l'origen. Es traca una recta variable per l'origen que talla I en

el punt M i talla la recta T en P. Determineu el lloc geometric dels punts d'intersecci6

de les paraHeles a Ox i Oy tracades per M i P respectivament.

20E7. Es consideren nombres naturals escrits en el sistema de base 10.

a) Trobeu el menor nombre que en suprimir-li la primera xifra quedi redurt ala cinquena

part. Digueu com son els nombres que tenen aquesta propietat.

b) Demostreu que no existeix cap nombre tal que en suprimir-li la primera xifra quedi

dividit per 12.

c) Formuleu un criteri general que ens permeti saber si un nombre pot quedar dividit per

k en suprirnir-li la primera xifra.

20E8. Trobeu el residu de la divisi6 per x2 - 1 del determinant

x3 + 3x 2 1 0

x2 + 5x 3 0 2

X4 + x2 + 1 2 1 3

x5 + 1 1 2 3

Guanyadors: Pablo Novaes Ledieu, Andres Garcia Parrilla, Miguel Aparisi Botella,
Gonzalo Genova Fuster , Agustin Rafael Tejera G6mez, Miguel Brandt Sanzo
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1984-85 XXI Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
21

Primera sessio. 18 de Gener de 1985, de 16 h a 20 h.

21Cl. Digueu quins son els triangles que paden ser dividits per una recta en dos triangles
semblants.

21C2. La suma de dos nombres reals es igual ala suma dels seus quadrats. Digueu:

a) Els valors que pot tenir aquesta suma.

b) Els valors que paden tenir cada un dels nombres.

c) Si els dos nombres paden ser iguals.

d) El maxim de la diferencia d'aquests dos nombres.

21C3. Resoleu l'equaci6

cos2 X + cos2 2x + cos2 3x = 1.
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Segona sessio. 19 de Gener de 1985, de 9 h a 13 h.

21C4. Demostreu que tot triangle pot subdividir-se en triangles acutangles.

21C5. Tres nombres diferents estan en progressio aritrnetica i els seus quadrats estan en

progressio geometrica, Calculeu la rao de la progressio geometrica,

21C6. Un hostal te infinites portes numerades amb els numeros 1, 2, 3, ... , i estan totes

tancades. En aquest hostal hi ha infinits hostes que estan numerats tambe 1, 2, 3, ... , i

tots son a passejar. Quan l'hoste A torna a l'hostal obre totes les portes multiples de A

que troba tancades i tanca totes les portes multiples de A que troba obertes. Digueu com

estaran les portes quan hagin arribat tots els hostes.

Guanyadors: Ricardo Perez Marco, Vicente Companys Ferran, Josep R. Mallafre Torra
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1984-85 XXI Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
21

Primera sessi6. Febrer de 1985.

21El. Sigui 'P el conjunt dels punts del pla if: 'P ---+ 'P una aplicaci6 que compleix les

tres condicions segiients:
a) f es bijectiva.

b) Per cada recta r del pla, f(r) es una recta.

c) Per cada recta r, la recta f( r) es paraHela 0 coincident amb r ,

Digueu quines possibles transformacions poden ser f.

21E2. Sigui Z el conjunt dels enters i Z x Z el conjunt de parells ordenats d'enters. La

suma d'aquests parells es defineix

(a, b) + (a' , b') = (a + a' , b + b'),

essent (-a, -b) l'oposat de (a, b).
Estudieu si existeix un subconjunt E de Z x Z que compleixi les condicions segiients:

a) La suma de dos parells de E tambe es a E.

b) El parell (0,0) pert any a E.

c) Si (a, b) no es (0,0), llavors 0 be (a, b) pertany a E, 0 be (-a, -b) pertany a E, perc)
no tots dos.

21E3. Resoleu l'equaci6

tan2 2x + 2tan2x tan3x -1 = O.

21E4. Considerem tres nombres naturals a, b , c tals que la rao

a+b+c
abc

sigui l'invers d'un nombre k enter positiu. Es demana que demostreu:

a) a3 + b3 + c3 no es primer.

b) Per a cada kEN existeixen ternes de naturals a, b, c que compleixen les condicions.
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Segona sessio. Febrer de 1985.

21E5. Trobeu I'equacio de la circumferencia que passa pels afixos de les solucions de

I'equacio
Z3 + (-1 + i)z2 + (1 - i)z + i = 0.

21E6. Es consideren les semirectes no alineades Ox, Oy. Pel punt A E Ox es tracen

parells de rectes 1'1, 1'2, antiparaHeles respecte a l'angle xOy; siguin M, N les intersec­

cions de 1'1 amb Oy ide 1'2 amb Ox, respectivament. Sigui P el punt d'interseccio de les

bisectrius dels angles AMy, ANy. Trobeu el lloc geometric de P en variar A.

21E7. Donada I'equacio x5 - px - 1 = 0, estudieu el valor de p que fa possible que

existeixin dues solucions de l'equacio, Xl, X2, que a la vegada siguin solucions de x2 -

ax + b = 0, amb a, b enters.

21E8. Direm que una matriu quadrada es de suma constant si la suma dels elements de

cada fila, de cada columna, i de cada diagonal, son valors iguals. Analogament , una matriu

quadrada es de producte constant si son iguals els productes dels elements de cada fila,
de cada columna i de cada diagonal. Determineu les matrius quadrades d'ordre 3 sobre lR.

que son, ala vegada, de suma i producte constant.

Guanyadors: Ricardo Perez Marco, Ignacio Garijo Amilburo, Juan Acuaron Joven, Ana

Jose Reguera Lopez, Jose Luis Ansorena Barasoain, Antonio Gomez Amigo.
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1985-86 XXII Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
22

Primera sessio. 29 de Novembre de 1985, de 16 h a 20 h.

22Cl. Siguin A i B dos subconjunts del conjunt del nombres naturals N que slgum

una particio, es a dir, tals que An B = 0 i AU B = N.

a) Demostreu que existeix un nombre natural m tal que m + 5 0 m + 6 pertanyen al

mateix subconjunt que m.

b) Demostreu que existeixen infinits nombres que compleixen la propietat anterior.

22C2. Tres punts A, B, C s'uneixen per segments. Sobre la meitat del segment AB

es construeix un quadrat, sobre el segment BC un altre quadrat, i sobre el segment CA

un rectangle de base C A i altura 4 em. L 'area del rectangle supera en 20 ern
2 la suma de

les arees dels dos quadrats. Calculeu I'area del rectangle.

22C3. Calculeu la suma dels quadrats de les distancies entre els afixos dels nombres

complexos que son solucions de I'equacio

Z1985 _ 1 = O.

22C4. Trobeu el polinomi p( x) de grau minim tal que p(x) + 1 sigui divisible per (x _1)4
i p( x) - 1 sigui divisible per (x + 1)4.
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Segona sessio. 30 de Novembre de 1985, de 9 h a 13 h.

22C5. Ordeneu de mes gran a mes petit els nombres

V2, ij3, -14, ... , yn, ...

22C6. A un ball hi ha vuit nois i vuit noies que estan asseguts alternativament en fila.

De quantes maneres es paden formar cine parelles de ball si cada parella ha d'estar farmada

per un noi i una noia asseguts un al castat dell'altre.

22C7. Donats dos nombres naturals p i q primers entre ells, calculeu les sumes

q-l

L:D(kp)
k=l

q

on D(a) indica la part decimal del nombre a.

22C8. Calculeu els nombre naturals p i q mes petits tals que 1/P i 1/ q siguin dos

decimals periodics purs de periodes A i B, sabent que aquests periodes tenen el mateix

nombre de xifres i el seu maxim cornu divisor es 10989.

Guanyadors: Jaume Amoros Torrent, Joaquim Ortega Cerda, Ramon Rebull Camarasa.
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1985-86 XXII Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
22

Primera sessi6. Febrer de 1986.

22El. Indicarem per [x], {x} les parts entera i decimal del nombre real x. Definim una

distesicie. entre els nombres reals x i y

d(x,y) = V([x] - [yl)2 + ({x} - {y}(

Determineu (com a uni6 d'intervals) el conjunt dels nombres reals que dis ten del nombre

3/2 menys que 202/100.

22E2. Un segment d divideix el segment 8 si existeix un natural n tal que

n

nd = d + d+ .'"":". +d = 8.

a) Demostreu que si el segment d divideix els segments 8 i 8' arnb 8 < 8' , llavors divideix

el segment diferencia 8' - 8 .

b) Demostreu que cap segment divideix el costat 8 i la diagonal 8' d 'un pentagon regular

(raoneu sobre el pentagon regular els costats del qual estan continguts a les diagonals del

pentagon donat, i no feu calculs numerics).

22E3. Trobeu els valors de n E N tals que 5n + 3 es una potencia de 2 d'exponent
natural.
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Segona sessi6. Febrer de 1986.

22E4. Indiquem per m(a, b) la mitjana aritrnetica dels nombres reals positius a i b.

Donada la funci6 real positiva 9 que te la primera i la segona derivada positives, definim

la mitjana f.L( a, b) relativa a la funci6 9 mitjancant

2g(f.L(a, b)) = g(a) + g(b).

Digueu raonadament quina de les dues mitjanes m i f.L es mes gran.

22E5. Considerem la corba r definida per l'equaci6 y2 = x3 + bx + b2 , on la constant b

es un nombre racional no nul. Inscriviu a la corba r un triangle tal que les coordenades

dels vertexs siguin racionals.

22E6. Calculeu
14

k
II cos C;)·
k=l

Guanyadors: Carlos Ueno Jacue, Alberto Garrido Arribas, Juan David Gonzalez Cobas,

Jaume Amor6s Torrent, Joaquim Ortega Cerda, Juan Cuenca Gonzalez.
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1986-87 XXIII Olimpiada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
23

Primera sessio. 22 de Novembre de 1986.

23Cl. Elevant 3 + yS ala ri-esima potencia s'obte un nombre de la forma a+ byS amb

a i b enters. Demostreu que

O<a-bv's<1.

23C2. Determineu els valors de a que fan que la successi6 al

a3 = a + a�, ... , an = a + a;'_l , sigui creixent.

a, az a + ai,

23C3. En un triangle ABC de costats a, b
,

c , siguin ma, mb, me les mitjanes que

passen, respectivament, pels vertexs A, B, C. Se sap que b] a = ..j17j5 i que me = 2mb.

Calculeu l'angle que formen aquestes dues mitjanes i les relacions cia i cfb .

23C4. Els canvis de rasant de les autopistes es fan segons un perfil parabolic y = -axz ,

amb a> O.

a) Determineu el maxim valor de a per tal que un observador de 1 m d'alcada amb visual

tangent al punt mes alt vegi un objecte de 0.1 m d'altura situat a 100 m de distancia (Fig.
1 ).
b) Determineu el maxim valor de a per tal que un observador de 1 m d'al<;ada situat a

qualsevollloc vegi un objecte de 0.1 m d'altura situat a 100 m de distancia (Fig. 2).

Figura 1 Figura 2

103



Segona sessio. 23 de Novembre de 1986.

23C5. Estudieu la continuitat de la funcio fex) = x[l/x] i representeu graficament la

seva restriccio al conjunt (-00, -1/4] U [1/4,00]' si [x] indica la funcio part entera de x.

23C6. Digueu si es pot saber la data de naixement d'una persona sabent que ha nascut

al segle XX, que la diferencia entre l'any de naixement i 1900, mes 100 vegades la suma

del numero del mes multiplicada per 40 i el numero del dia es 13442.

23C7. Un tren te 88 m de longitud i un altre 92 m. Quan circulen en direccions oposades
tarden 7.5 s a creuar-se, i quan circulen en la mateixa direccio en tarden 45. Trobeu la

velocitat dels dos trens.

23C8. Trobeu dos nombre complexos 0: i f3 tals que els afixos dels nombres 0:, f3, 0:/f3
i f3/ 0: siguin els vertexs d'un quadrat de diagonals 0:, f3 / 0: i f3, 0:/ f3 .

Guanyadors: NO EN QUEDA CONSTA.NCIA A LA SCM.
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1986-87 XXIII Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
23

Primera sessi6. Febrer de 1987.

23El. Siguin a, b, c les longituds dels costats d'un triangle no isosceles. Es donen tres

cercles concentrics de radis a, b i c.

a) Digueu quin es el nombre de triangles equilaters d'arees diferents que es poden construir,
de manera que les rectes que contenen els costats siguin cada una tangent a un dels cercles.

b) Trobeu les superficies d'aquests triangles.

23E2. Demostreu que per tot nombre natural n> 1 es compleix

1.jG) +2.{G) + ... +n.j(;5 <�.

23E3. Un triangle donat T es descompon en triangles T1, T2, ... , Tn de manera que:

a) Cap parell de triangles 'T; te punts interiors en cornu.

b) La uni6 dels triangles T, es T.

c) Tot segment que es costat d'algun triangle Ti , 0 be es costat d'un altre triangle Tj, 0

be es cost at del triangle T.

Siguin s el nombre total de costats (cada un comptat una sola vegada, encara que sigui
cornu a dos triangles), i v el nombre total de vertexs (cada un comptat una sola vegada,
encara que sigui cornu a diversos triangles).
Demostreu que si n es senar, existeixen diverses descomposicions d'aquesta mena, i totes

tenen el mateix nombre v de vertexs i el mateix nombre s de costats. Expresseu vis en

funci6 de n . Demostreu tambe que si n es parell no existeix cap descomposici6.
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Segona sessi6. Febrer de 1987.

23E4. Si a i b son dos nombres reals diferents, resoleu el sistema

x+y=l

(ax + by)2 � a2x + b2y.

Resoleu tambe el sistema
x+y=l

(ax + by)4 � a4x + b4y.

23E5. En un triangle ABC tenim punts DiE respectivament sobre AB i AC. Conei­

xem la mesura dels angles indicats a continuacio: ABE = 30°, E5BC = 50°, AcD = 20°

i ISCB = 60°. Trobeu el valor de l'angle Ei5C.

23E6. Per cada nombre natural n considerem el polinomi

a) Demostreu que l' equaci6 Pn (x) = 0 te una arrel en i nornes una a 1 'interval (0, 1) .

b) Calculeu limn--+oo en .

Guanyadors: Fernando Galve Mauricio, Salvador Villegas Barranco, Santiago Vila Doncel,

Juan R. Valderrama Alcalde, Pablo Benitez Gimenez, Carlos J. Perez Jimenez.
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1987-88 XXIV Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
24

Primera sessio. 11 de Desembre de 1987, de 16 h a 20 h.

24Cl. Determineu les potencies de (1 + i) que s6n interiors a la corona circular deter­

minada per les circumferencies de centre 0 = (0,0) i radis respectius 1000 i 10000.

24C2. Busqueu els nombres primers de la forma n4 +4, on n es un nombre enter positiu.

24C3. Demostreu que per a qualsevol polinomi p( x) existeix un nombre real k tal que

un dels dos polinornis p(x) + k i x p(x) + k no te cap arrel real i l'altre una de sola.

24C4. Donat un triangle rectangle isosceles ABC, dividim cada un dels seus costats en

tres parts iguals i tracem les rectes de la figura, que determinen un triangle AIBICI.

Determineu l'area del triangle AIBI CI en funci6 de l'area del triangle ABC.

Que passa si el triangle rectangle ABC no es isosceles?

Que passa si el triangle ABC es un triangle qualsevol?

C

B
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Segona sessio. 12 de Desembre de 1987, de 9 h a 13 h.

24C5. Demostreu que si dos nombre enters son de la mateixa paritat (tots dos parells 0

tots dos senars), la meitat de la suma dels seus quadrats es una suma de dos quadrats.

24C6. Demostreu que l'equaci6

nomes admet les solucions enteres a = 0, b = 0, c = o.

24C7. Per un punt de la vora d'un quadrat es tracen dues rectes que divideixen el

quadrat en tres trossos de la mateixa area. Calculeu l'angle d'aquestes rectes en funci6

dels punts de la vora,

24C8. (a) Estudieu els intervals de creixement i decreixement de la funci6

F(t) = Int.
t

(b) Comproveu que si k 2: 3 es enter, l'equaci6

(lnx/ = x

te exactament dues solucions mes grans que e, diguem rk Sk, rk < Sk, i que

Indicaci6: En la resoluci6 de l'apartat (b) tingueu en compte l'apartat (a).

Guanyadors: Boris Bartolome Mana, Javier Campins Pascual, Jordi Campins Pascual.
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1987-88 XXIV Olimpiada Maternatica

Segona fase (Espanya)
24

Primera sessio. Febrer de 1988.

24El. Sigui (Xn), n E fiI, una successio de nombres enters tal que

Xl = 1,

Xn+l > Xn, per n 2: 1,

Xn+l ::; 2n, per n 2: 1.

Demostreu que per tot enter natural k existeixen dos termes de la successi6 Xr z , tals

que x ;
- z ,

= k.

24E2. Sobre una circumferencia s'elegeixen n > 3 punts i es numeren de 1 a n en

qualsevol ordre. Dirern que dos punts no consecutius a i b estan relacionats si en un dels

dos arcs d'extrems a i b ,
tots els punts estan marcats amb numeros de valor menor que

els de a i b.

Demostreu que el nombre de parells de punts relacionats es exactament n - 3.

24E3. Dernostreu que els binomis 25x + 31y
valors de x i y.

3x + 7y son multiples de 41 pels mateixos
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Segona sessi6. Febrer de 1988.

24E4. S'atribueix al matematic renaixentista Leonardo da Pisa (rnes conegut com Fi­

bonacci) la successio definida de la manera segiient

al = I,

a2 = I,

a, = ai-l + ai-2 per i > 2.

Expresseu a2n en funci6 nomes dels tres termes an-I, an, an+l'

24E5. Es molt conegut el puzzle consistent a des­

compondre la creu grega de l'esquerra de la figura en

quatre parts amb les quaIs compondre un quadrat.
Una soluci6 habitual es la de la figura de la dreta.

Demostreu que hi ha una infinitat de solucions dife­

rents.

Hi ha alguna soluci6 que doni Hoc a quatre parts iguals?

24E6. Calculeu, per qualsevol valor del parametre enter t, solucions enteres x, y de

l'equaci6
y2 = x4 _ 22x3 + 43x2 + 858x + t2 + 10452(t + 39).

Guanyadors: Javier Campins Pascual, Ram6n Esteban Romero, Santiago Perez-Cache

Fernando-Arguelles, Jose Ignacio Nogueira Coriba, Boris Bartolome Mana, Fernando Martinez

Puente.
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1988-89 XXV Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
25

Primera sessio. 16 de Desembre de 1988, de 16 h a 20 h.

25Cl. Demostreu que si n es un enter positiu i p es primer, aleshores nP - n es multiple

de p.

25C2. Dos mobils es desplacen amb velocitat constant al Ilarg d'un circuit tancat. Si

surten simultaniament d'un mateix punt en el mateix sentit, tornen a coincidir al cap de

100 s i el mes rapid ha de menester 10 s menys que l'altre per a fer una volta completa.

Quant de temps tardaran a creuar-se si surten simultaniarnent del mateix punt en sentits

oposats?

25C3. Els extrems A i B d'un segment es mouen respectivament sobre dues rectes r 1

s que son perpendiculars. Descriviu la corba que recorre el punt M del segment tal que

MA es la meitat de MB.

25C4. La societat Peces de Ferro S.A. te nou accionistes que han de triar en Joan 0 en

Pere com a President. Es sabut que sis d'ells votaran en Joan i els altres tres en Pere, i

que en el moment d'emetre el vot, cada un ho fara publicament en veu alta.

Determineu la probabilitat que en Joan vagi sempre per davant en les votacions.
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Segona sessio. 17 de Desembre de 1988, de 9 h a 13 h.

25C5. Considerem un conjunt {Xl,X2,'" ,xn} d'un nombre finit n de nombres reals

estrictament positius. Demostreu que per a tot n � 2 es compleix

25C6. Si Q, (3, , son tres nombres complexos tals que els seus afixos determinen un

triangle equilater, demostreu que es compleix la igualtat

25C7. Demostreu, per cada enter positiu n, les desigualtats

1
2vn+l - 2y'n <

y'n
< 2y'n - 2vn=l.

Si [xl represent a la part entera del nombre x, determineu el valor de

25C8. Descriviu totes les successions (an) de nombres reals tals que

Guanyadors: Enrique Garda Lopez, Jordi Casas PIa, Alberto Herrero Izquierdo
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1988-89 XXV Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
25

Primera sessi6. Febrer de 1989.

25El. El programa d'una assignatura consta de n preguntes; l'examen consisteix en la

resposta d'una pregunta triada a l'atzar. Un alumne nornes se sap una pregunta, pero pot

repetir l'examen n vegades. Expresseu, en funci6 de n, la probabilitat Pn que l'alumne

aprovi l'examen. Digueu si Pn es creixent 0 decreixent quan n augmenta. Calculeu

lim Pn.
n->oo

Calculeu la fita inferior maxima de les probabilitats Pn·

25E2. Eis punt A', B', C' dels costats BC, C A, AB d'un triangle ABC compleixen

AC' BA' CB'
-=-=-=k
C'B A'C B'A

.

Les rectes AA' ) BB') CC' formen un triangle Al B1 C1. Donats k i I'area S del triangle

AB C ,
calculeu I' area del triangle AlBIC 1 .

25E3. Demostreu que
1 1·3·5···99 1

--< <-.
10v'2 2·4· 6· .. 100 10
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Segona sessi6. Febrer de 1989.

25E4. Demostreu que el nombre 1989 i totes les seves potencies enteres 1989n es poden
escriure com a suma de dos quadrats de nombres enters positius, i com a minim de dues

formes diferents.

25E5. Sigui V el conjunt dels nombres complexos que es poden escriure de la forma

a + byCT3, amb a, b enters. El nombre 14 = 14 + oyCT3 es pot escriure com a producte

de dos elements de V: 14 = 2 . 7. Expresseu 14 com a producte de dos elements de V de

totes les maneres possibles.

25E6. Demostreu que donats set nombres reals qualssevol, se'n poden triar dos, diguem

a i b , de manera que

v'3la - bl < 11 + abl·

Doneu un exemple de sis nombres reals que no compleixein aquesta propietat.

Guanyadors: Vicente Munoz Velazquez, Enrique Garcia Lopez, Alberto Garcia Martinez,

Cristina Draper Fontanales, Leandro Marin Munoz, Javier Portela Lemos.
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1989-90 XXVI Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
26

Primera sessi6. 16 de Febrer de 1990, de 16 h a 20 h.

26Cl. Siguin A, E, C els vertexs d'un triangle i H l'ortocentre. Demostreu la igualtat

---+ --+ --+ --+ --+---+

HA ·HE =HE ·HC =HC ·HA.

26C2. Demostreu que si les longitud a, b, c dels costats d'un triangle compleixen a <

b < c, aleshores l'angle C oposat al costat c compleix cosC < 1/2.

26C3. Sigui An = 2n + 22n + 23n .

a) Demostreu que per a tot nombre natural n, el nombre An+3 - An es divisible per 7.

b) Calculeu el residu de dividir A1990 per 7.

26C4. Donada la corba
1

y = x +
2x2'

a) Calculeu l'area S(t) limit ada per la corba, la seva asimptota inclinada i les rectes x = 1

ix=t(t>l).
b) Calculeu

lim S(t).
t-oo
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Segona sessio. 17 de Febrer de 1990, de 9 h a 13 h.

26C5. Resoleu a l'interval [O,27rJ la inequacio

cos x + cos 3x + cos 5x > O.

26C6. Un triangle rectangle Tl te els costats en progressi6 geometrica i un altre triangle
rectangle T2 els te en progressi6 aritmetica, Un costat del triangle Tl es igual a un costat

del triangle T2. Calculeu el valor maxim i el valor minim de

26C7. Determineu els nombres complexos z tals que els afixos dels nombres

siguin els vertexs d'un triangle rectangle isosceles amb l'angle recte en el punt z1990.

26C8. Esbrineu si es possible tenir un pla P, una esfera E i un tetraedre regular T tals

que els plans paral-lels a P 0 be no tallin ni a l'esfera E ni al tetraedre T, 0 be els tallin

en figures de la mateixa area.

Estudieu la mateixa qiiesti6 si el tetraedre no es regular.

Guanyadors: Roberto Coll Frances, Gerard Montornes Ferret, .Angel Solores Gir6n.
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1989-90 XXVI Olimplada Maternatica

Segona fase (Espa nya)
26

Primera sessto. 16 de Mar� de 1990.

26El. Siguin x i y dos nombres reals positius. Proveu que l'expressi6

es pot escriure en la forma

i compareu els nombres

M = )5 + V22+ V8 - V22+ 2)15 - 3V22.

26E2. Cada punt d'un pla esta pintat d'un color elegit entre tres de diferents. Es pre­

gunta si existeixen necessariarnent dos punts d'aquest pla que distin 1 cm i que estiguin

pintats del mateix color.

26E3. S'anomena part entera d'un nombre real a (i s'escriu [aJ), el nombre enter mes

gran que sigui menor 0 igual que a. Si n es un nombre natural, demostreu que la part
entera de (4 + v'IT)n es un nombre senar.
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Segona sessio. 17 de Ivlerc de 1990.

26E4. Demostreu que la suma

es independent del valor de a, per tot valor real a � -3/4, i trobeu-ne el valor.

26E5. Tres punts A', B', C' estan situats, respectivament, sobre els costats BC, CA

i AB d'un triangle donat ABC d'area S, de manera que

AC' BA' CB'

AB
=

BC
=

CA
= p,

essent p un pararnetre variable, 0 < p < 1. Determineu

1) L 'area del triangle A'B' C' en funcio de p.

2) EI valor de p que fa minima l'area anterior.

3) EI lloc geometric dels punts P dinterseccio de les paraHeles tracades per A'

repectivament als costats AB i AC, quan p varia de 0 a 1.

C' ,

26E6. Es consideren n punts del pla de forma que no hi hagi dues parelles equidistants.
Per cada punt es traca el segment que l'uneix al mes proper. Demostreu que cap punt esta

unit a mes de cinc punts.

Guanyadors: Francisco Ogando Serrano, Daniel Lasaosa Medarde, Marco Castrillon

Lopez, Javier Arregui Garda, Jose F. Herrador Barrios, Jose M. Gordillo Arias de

Saavedra.
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1990-91 XXVII Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
27

Primera sessi6. 14 de Desembre de 1990, de 16 h a 20 h.

27Cl. La figura adjunta representa un entrarnat de camins per

on pot moure's una tortuga, la qual, a cada crui1la, escull a l'atzar

un qualsevol dels camins que pot seguir. Si deixem la tortuga lliure

en el punt A, calculeu la probabilitat que torni a passar pel punt

A en menys de n moviments.

27C2. Determineu quina condici6 han de complir les xifres de les desenes de dos nombres

acabats en 6, per tal que el seu producte acabi en 36.

27C3. Siguin r i R dos rectangles d'area unitat, tals que el perimetre de R es doble

del perimetre de r . Siguin diD les longituds de les diagonals de r i R.

a) Demostreu que 2 < D/ d < .,fi.

b) Si D = dV5, determineu les longituds dels costats dels dos rectangles.

27C4. Prenem un sistema rectangular de coordenades al pla, Tenim un mirall Ml

unidimensional posat cara amunt sobre el segment d'extrems (0,0) i (1,0). Sobre la recta

que passa per (a, 0) amb a < a i que te pendent m > 0 posem un mirall M2 d'extrems

A i B mirant cap avall. Determineu a, m i els punts A i B per tal que es compleixi:

a) Tot raig que arriba a Ml amb un angle <p respecte de la direcci6 de les x positives,
30° ::; 4> ::; 45° , es refiectit cap a M2, es refiecteix a M2 i no torna a trobar MI. L'angle
entre la direcci6 de les x positives i el raig que arriba de M2 es <p + 30° .

b) La longitud de M2 es minima respecte a tots els possibles miralls

que compleixen la condici6 anterior.

__!!3--j:"Ji'
········A I"

f ",
.........._.::c:::: /��.. �.. �.?O <.

,

..••.•/(.�'
(0,0) Ml (1,0)(a,O)
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Segona sessi6. 15 de Desembre de 1990, de 9 h a 13 h.

27C5. Trobeu els nombres de quatre xifres que s6n iguals al quadrat de la suma del

nombre format per les dues primers xifres i el format per les dues darreres xifres.

27C6. Considereu un triangle equilater inscrit en una circumferencia de radi 1. Li

apliquem una rotaci6 d'angle if; de centre el centre de la circurnferencia. Calculeu I'area

comuna als dos triangles i el valor de l'angle if; que fa que I'area comuna sigui minima.

27C7. Demostreu que tot nombre de la forma 21n, amb n senar, es pot posar com a

suma de dues fraccions unitaries (es a dir, de fraccions de numerador 1.)
Deduru-ne que tota fracci6 min, amb n senar, admet una descomposici6 en suma de

fraccions unitaries diferents. Comproveu tambe que si min admet una descomposi6 en

suma de r fraccions unit aries diferents, n'admet una altra en suma de s fraccions unit aries ,

per tot s > r .

27C8. Siguin AB i BC dues cordes d'un cercle (AB < BC) i sigui M el punt mitja
de l'arc ABC. Sigui F el peu de la perpendicular des de Mala corda BC.

a) Proveu que F es el punt mitja de la corda trencada, es a dir, AB + BF = FC.

b) Useu el punt anterior per veure que sin( a - b) = sin a cos b - cos a sin b.

A

Guanyadors: Roger Espel LEma, Ignasi Mundet Riera, Alejandro Lago Esteban.

120



1990-91 XXVII Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya)
27

Primera sessio. 15 de febrer de 1991.

27El. Al pla, on s'ha pres un sistema de referencia ortonormal, es consideren tots els

punts (m, n) tals que les seves coordenades son nombres enters. Suposem que s'hagin
tracat tots els segments que uneixen parells qualssevol d'aquests punts i que tenen longitud
entera. Proveu que no hi ha dos segments d'aquests que formin un angle de 45° .

Fern el mateix amb els punts (m, n, k) de l'espai. Hi haura algun parell de segments que

formin un angle de 45 ° ?

27E2. Siguin a i b enters diferents de 0, 1 i -1 i considerem la matriu

(a+ba2 + b
a3 + b

an + b a+bm)a2 + bm
a3 + bm

.

an + bm

Determineu un subconjunt S de files d'aquesta matriu, el mes petit possible, tal que

qualsevol altra fila es pugui expressar com a suma de les files de S multiplicades per

nombres enters apropiats (es a dir, com a combinacio lineal amb coeficients enters de les

files de S.) Expliciteu aquestes combinacions lineals.

27E3. Suposem que I'equacio x3 + px2 + qx + r = 0 amb r oF 0, admet tres arrels reals

i positives. Determineu la relacio que hi ha entre els nombres reals p, q i r per tal que les

tres arrels puguin ser les longituds dels costats d'un triangle.
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Segona sessio. 16 de febrer de 1991.

27E4. Siguin A', B' i C' els punts de tangencia dels costats BC, CA i AB d'un

triangle amb la seva circumferencia incrita. Sigui D el punt d'intersecci6 de G' A' amb la

bisectriu de l'angle del vertex A. Calculeu el valor de l'angle AnC.

27E5. Donat un nombre natural n, indiquem per s(n) la suma de les xifres del nombre

n, expressat en el sistema de numeraci6 binari, es a dir, el nombre de xifres 1 que teo

Determineu, per a tot nombre natural k

CJ(k) = s(l) + s(2) + ... + s(2k).

27E6. Calculeu la part entera de

1 1 1
S =

VI
+

v'2
+ ... +

-/10000·

Guanyadors: Ignasi Mundet Riera, Roger Espel Llima, Marcos Durantez Gamzukoff,

Ignacio Uriarte Tuero, Alberto Bravo de Mansilla Jimenez, Ignacio Marcos Primo.
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1991-92 XXVIII Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
28

Primera sessi6. 22 de Novembre de 1991, de 16 h a 20 h.

28Cl. Demostreu que el nombre que escrit en base n, n 2: 8 es 1367631, es un cub

perfecte. En particular, calculeu l'arrel cubica d'aquest nombre en base 10 i en base 1991.

28C2. Sigui S el conjunt de les rectes que uneixen un punt del conjunt

i un punt del conjunt
B = { (b + 1, 0) I bEN} .

Demostreu que un nombre natural m es compost si i nornes si el punt M = (m, -1) esta

sobre una recta del conjunt 5.

Determineu tarnbe el nombre de rectes del conjunt S que passen per un punt M = (m, -1)
en funci6 del nombre natural m.

28C3. L'abscissa d'un punt que es mou sobre la part positiva de l'eix de les X ve donada

per
2 a

x(t) = 5(t + 1) +
(t + 1)5

on a es una constant positiva.
Quin es el minim valor de a pel qual x(t) 2: 24 per a tot t 2: O?

28C4. Tenim dues circumferencies 51, 52 iguals, de radi R, i tangents. Considerem la

tangent comuna r , parallela a la recta que uneix els centres de Sl i S2.

Siguin G1, la circumferencia tangent a r
, Sl i S2; G2, la circumferencia tangent a G1,

s, i S2; G3, la circumferencia tangent a G2, s, i S2; etc.

S'obte aixi una familia de circurnferencies G1, G2, ..• ,Gn, ... Demostreu que el diametre

de la circumferencia C« es
R

dn = ____,---..,-

n(n + 1)
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Segona sessio. 23 de Novembre de 1991, de 9 h a 13 h.

28C5. Per cada nombre natural n escrivim

i aixi tenim dues successions de nombres enters

a) Demostreu que an i bn son senars per tot n EN.

b) Demostreu que bn es la hipotenusa d'un triangle rectangle de catets

28C6. Siguin Zl, Z2, Z3 i Z4 nombres complexos de igual moduli

a) si Zl + Z2 + Z3 = 0, que es pot dir de la figura formada pels afixos d'aquests tres nombres

complexos?

b) si Zl + Z2 + Z3 + Z4 = 0, que es pot dir de la figura formada pels afixos d'aquests quatre

nombres complexos ?

28C7. Sigui p( n) el nombre de factors primers del nombre natural n. Demostreu que

lim p(n)
= o.

n--..oo n

28C8. Sigui ABC un triangle qualsevol. Exteriorment a ell es construeixen dos quadrats
BAEP i ACRD de costats AB i AC respectivament. Siguin MiN els punts mitjans

de BC i ED. Demostreu que AM es perpendicular a ED i que AN es perpendicular a

BC.

Guanyadors: Francisco Hernandez Garcia, Jose M. Mondelo Gonzalez.
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1991-92 XXVIII Olimpiada Maternatica

Segona fase (Espanya)
28

Primera sessio. 14 de Febrer de 1992.

28El. Un nombre N, multiple de 83, es tal que el seu quadrat te 63 divisors. Trobeu

N, sabent que es el nombre mes petit que compleix les condicions anteriors.

28E2. Donades dues circumferencies exteriors de radis r i r' (r f. r'), es demana de

dibuixar, raonadament, una recta paraHela a una direcci6 donada, de tal manera que

determini sobre les dues circumferencies dues cordes tals que la suma de llurs longituds
sigui igual a una longitud donada R.

28E3. Proveu que si a, b , c i d s6n nombres enters no negatius, i es

(a + b)2 + 2a + b = (c + d)2 + 2c + d,

necessariament ha de ser a = c i b = d.

Proveu la mateixa conclusi6 si, en Hoc de (*) es compleix

(a + b)2 + 3a + b = (c + d)2 + 3c + d.

Vegeu que, en canvi, existeixen nombres enters no negatius a f. c , b f. d , tals que

(a + b? + 4a + b = (c + d)2 + 4c + d.
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Segona sessi6. 15 de Febrer de 1992.

28E4. Sigui la successi6 (progressi6 aritrnetica)

3,7,11,15, ...

Demostreu que en aquesta successi6 hi ha infinits nombres primers.

28E5. Dibuixat el triangle de vertexs A, B, C, es demana de determinar graficament
el punt P tal que

Expresseu una funci6 triginornetrica d'aquest angle JiAjj en funci6 de les funcions trigo­

nometriques dels angles A, B i C.

28E6. Donats un nombre natural n > 0 i un nombre complex z

unitat, x2 + y2 = 1, es pot complir 0 no la igualtat

x + iy de modul

Fixat n designarem per Sen) el subconjunt de complexos de rnodul unitat pels quals es

compleix la igualtat donada. Es demana

a) Calculeu raonadament Sen), per n = 2,3,4,5.

b) Fiteu superiorment el nombre d'elements de S(n) en funci6 de n, per n > 5.

Guanyadors: Alvaro Begue Aguado, Javier Rib6n Herguedas, Jose Miguel Atienza Riera,

Raquel Barco Moreno, Vicente Giner Bosch, Manuel M. Aguado Martinez.

126



1992-93 XXIX Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
29

Primera sessio. 11 de Desembre de 1992, de 16 h a 18 h 30 m.

29Cl. Demostreu que el nombre combinatori

(1992)1492

no es multiple de 500.

29C2. Proveu que si els nombres

sin(b+c-a), sin(c+a-b) i sin(a+b-c)

estan en progressi6 aritrnetica, llavors tambe ho estan els nombres

tan a, tan b i tan c.

29C3. En un cercle de centre 0 i radi 1 tracem una corda i construim seguidament el

semicercle que te com a diametre aquesta corda i no esta contingut en el cercle inicial.

Sigui P el punt d'aquest semicercle que esta mes lluny del punt O. Quina longitud ha de

tenir la corda per tal que la distancia 0P sigui maxima?

29C4. Calculeu els limits

a)
lim (n - y'(n -l)n).

n->oo

b)
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Segona sessi6. 12 de Desembre de 1992, de 9 h a 13 h.

29C5. Sobre una recta horitzontal construim triangles equilaters de forma que les res­

pectives bases s6n segments adjacents de longituds 1, 3,5,7, ... Demostreu que els vertexs

superiors dels triangles estan sobre una parabola.

29C6. Un rectangle es pot descompondre en 9 quadrats de costats 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14,
15 i 18. Calculeu els costats del rectangle.

29C7. El joc de daus america es juga de la manera segiient: el jugador va tirant succes­

sivament els daus fins que perd 0 guanya.

A la primera tirada guanya si la suma dels punts dels dos daus es 7 0 be 11, i perd si la

suma de punts es 2, 3 0 12. Altrament anomenarem el seu valor la suma de punts que ha

tret en la primera tirada.

A partir d'aqui tirara els dos daus fins que tregui un 7, i llavors perdra, 0 be que tregui
novament el seu valor i llavors guanyara,
Calculeu la probabilitat que te un jugador de guanyar en aquest joc.

29C8. Sigui A = 6666. Sigui B la suma de les xifres de A, i C la suma de les xifres de

B. Calculeu la suma de les xifres de C.

Guanyadors: Roger Revilla Domingo, Daniel Marques Sole, Marc Guinjoan Francisco.
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1992-93 XXIX Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya)
29

Primera sessio. 26 de Febrer de 1993.

29El. En una reuni6 hi ha 201 persones de 5 nacionalitats diferents. Se sap que, a cada

grup de 6, com a minim 2 tenen la mateixa edat. Demostreu que hi ha al menys 5 persones

del mateix pais, de la mateixa edat i del mateix sexe.

29E2. Escrit el triangle aritmetic

o 1 234

1 357

4 8 12

1991 1992 1993

3983 3985

7968

on cada nombre es igual a la suma dels dos que te al damunt (es evident que cada fila

te un nombre menys que la fila anterior, i per tant, la darrera esta formada per un unic

nombre), raoneu el fet que l'ultim nombre sigui multiple de 1993.

29E3. Justifiqueu raonadament que a qualsevol triangle, el diametre de la circumferencia

inserita no es mes gran que el radi de la circumferencia circumscrita.
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Segona sessio. 27 de Febrer de 1993.

29E4. Demostreu que tot nombre primer p diferent de 2 i de 5 te infinits multiples
escrits nomes amb uns (es a dir , de la forma 111 ... 1).

29E5. Es donen 16 punts que formen una quadricula com ala figura:
o 0 0 • LJ

o 0 0 0

o 0 0 0

A • 0 0 0

De tots ells, se n'han destacat dos: A i LJ. Es demana que fixeu, de totes les maneres

possibles, dos altres punts B i C amb la condicio que les 6 distancies determinades pels

quatre punts siguin totes diferents. En aquest conjunt de quaternes, s'ha d'estudiar:

1) Nombre de figures de 4 punts que existeixen amb les condicions de l'enunciat.

2) Figures que son geometricament diferents, es a dir, no deduibles una de l'altra per una

transformaci6 d'igualtat.

3) Si cada punt es designa per un parell d'enters (Xi,Yi), la suma IXi - Xjl + IY; - Yjl
estesa al sis parells AB, AC, ALJ, BC, BLJ, CLJ, es constant.

29E6. Una maquina de joc d'un casino te una pant alla on s'ofereix un esquema com el

de la figura. En cornencar el joe apareix una bola al punt S.

A cada impuls del jugador, la bola es mou a cada

un dels cercles immediats, amb la mateixa probabi­

litat per a cada un d'ells. La partida acaba quan te

lloc per prirnera vegada un dels dos esdeveniments

segiients: (1) La bola torna a S, i el jugador perd.

(2) La bola arriba a G, i llavors el jugador guanya.

Es demana la probabilitat que el jugador guanyi, i la

duracio mitjana de les partides.

Guanyadors: Alvaro Begue Aguado, Miguel Carrion Alvarez, Antonio Rojas Leon, David

Sevilla Gonzalez, Antonio Sanchez Esguevillas, David Castell Burgaleta.
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1993-94 XXX Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
30

Primers sessi6. 14 de Gener de 1994, de 16 h a 20 h.

30Cl. Dues circumferencies C1 i C2 es tallen en punts A i B. Es pren un punt M

de C1, exterior a C2, i es tracen les rectes MAiMB. Anomenem A' i B' els punts

(diferents de A i de B) en que aquestes rectes tallen respectivament la circumferencia C2.
Demostreu que la longitud del segment A' B' no depen de la posici6 de M.

30C2. Demostreu que la funci6

2x
f(x) = 2 arctan x + arcsin --2l+x

es constant en el conjunt dels nombres reals tals que x 2: 1.

30C3. EI nombre 9687600 es pot escriure com a producte de nombres enters consecutius,

un dels quals es primer. Calculeu quins s6n aquests factors.

30C4. En una bossa hi ha n boles numerades amb nurneros de 1 an.

a) Si traiem tres boles d'aquesta bossa, totes alhora, calculeu la probabilitat que no surti

cap parella de numeros consecutius.

b) Si traiem m boles d'aquesta bossa, totes alhora, demostreu que la probabilitat que no

surti cap parella de numeros consecutius es
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Segona sessi6. 15 de Gener de 1994, de 9 h a 13 h.

30C5. Digueu quina relacio hi ha d'haver entre les arestes d'un tetraedre per tal que les

seves cares siguin triangles semblants no tots iguals.

30C6. Una successio de terme general an compleix an = an-l - an-2 per an> 2. Se

sap que la suma dels 1000 primers termes es 500, i que la suma dels 1000 segiients es 2000.

Calculeu la suma dels 1993 primers termes i el terme a1994.

30C7. Sigui P(x) un polinomi amb coeficients enters.

a) Comproveu que si min son nombres enters, llavors P(m) - P(n) es divisible per

m-n.

b) Demostreu que si hi ha tres nombres enters a, b i c tals que P(a) = P(b)
llavors P( x) =1= 3 per tot x enter.

P(c) 2,

30C8. Calculeu totes les arrels complexes de I'equacio

Guanyadors: Ruben Albiol Lopez, David Arso Civil, Jose Ramon Domingo Magana,

Jose Manuel Torrego Solana, Francese Casso Minguet, Mario Parra Kaiser.
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1993-94 XXX Olimplada Matematica

Segona fase (Espanya)
30

Primera sesslo. 25 de Febrer de 1994.

30El. Demostreu que si entre els infinits termes d'una progessi6 aritrnetica de nombres

enters hi ha un quadrat perfecte, llavors infinits termes de la progressio son quadrats

perfectes.

30E2. Sigui 0 .XYZ un triedre trirectangle de vertex 0 i arestes X, Y i Z. Sobre

l'aresta Z es fixa un punt C tal que OC = c. Sobre X i Y es consideren, respectivament,
punts variables P i Q de manera que 0P + OQ sigui una constant donada k. Per a cada

parell de punts P i Q, els quatre punts 0, C, P i Q determinen una esfera, el centre

de la qual W, es projecta sobre el pla OXY. Raoneu quin es el Iloc geometric d'aquesta

projeccio. Raoneu tambe quin es el lloc geometric de W.

30E3. Una Oficina de Turisme vol fer una enquesta sobre el nombre de dies asolellats i

de dies de pluja al llarg d'un any. Per tal de fer-ho, demana informacio a sis regions, les

quals li transmeten la inforrnacio de la taula segiient:

Regia Solo pluja Inclassificable

A 336 29

B 321 44

C 335 30

D

E

F

343

329

330

22

36

35

La persona encarregada de l'enquesta, que te dades mes detallades, no es imparcial. S'a­

dona que prescindint d'una de les regions, la observaci6 d6na un nombre de dies plujosos

que es la tercera part del nombre de dies de sol. Digueu raonadament de quina regi6 ha

de prescindir.
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Segona sessio. 26 de Febrer de 1994.

30E4. L'angle A d'un triangle isosceles ABC mesura 2/5 de recte, i els angles B i

C son iguals. La bisectriu de l'angle C talla el costat oposat al punt D. Calculeu les

mesures dels angles del triangle BCD. Expresseu la mesura a del costat BC en funcio

de la mesura b del costat AC, sense que a I'expressio hi aparegui cap rao trigonometrica,

30E5. Amb 21 fitxes de dames, unes de blanques i unes de negres, es forma un rectangle
3 x 7. Demostreu que sempre hi ha quatre fitxes del mateix color situades en els vertexs

d'un rectangle.

30E6. Un poligon convex de n costats es descompon en m triangles amb interiors dis­

junts, de manera que cada costat d'aquests m triangles ho es tambe d'altre triangle contigu
o del poligon donat. Demostreu que m + n es parell. Coneguts min, trobeu el nombre

de costats diferents que queden a l'interior del poligon i el nombre de vertexs diferents que

queden en aquest interior.

Guanyadors: David Sevilla Gonzalez, Tomas Baeza Oliva, Miguel Catalina Gallego,
Alfonso Gracia Saz, Jeronimo Arenas Garda, Miguel A. Bermudez Carro.
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1994-95 XXXI Olimpfada Maternatica

Primera fase (Catalunya)
31

Primera sessio. 13 de Gener de 1995, de 16 h a 20 h.

31Cl. Donat un triangle isosceles de base 2 i altura 2, trobeu les paraboles tangents
als costats iguals del triangle isosceles tals que l'area que tanquin amb la base del triangle

sigui maxima i minima.

31C2. Sigui N = abc(n un nombre escrit en el sistema de numeracio de base n, on

o ::::: a, b, C ::::: n - 1 i on a, b, c son diferents entre ells i de zero. Formeu els nombres

en base n que s'obtenen permutant de totes les maneres possibles les xifres a, b
, c.

Demostreu que la suma d'aquests nombres es divisible per I11Cn. Generalitzeu l'enunciat

del problema a nombres de p xifres escrits en base n.

31C3. Donat un triangle ABC i un punt M sobre AC, busqueu un punt N en un

dels altres costats de manera que el segment MN divideixi el triangle en dues parts que

tinguin la mateixa area.

31C4. Tenim dos daus perfectes normals. Volem canviar les puntuacions de cadascuna

de les cares dels dos daus de manera que les probabilitats d'aconseguir els resultats 2

a 12, llancant-los simultaniament, sigui la mateixa que s'esdevindria usant els dos daus

donats inicialment. Ales noves puntuacions dels daus es permet la repeticio d'una mateixa

puntuacio en dues cares, aixi com la utilitzacio de puntuacions superiors al 6, pero no

s'accepta pas el O. Es possible de fer aixo?
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Segona sessi6. 14 de Gener de 1995, de 9 h a 13 h.

3IC5. Siguin [a,b] i [c,d] dos intervals tancats de R. Siguin XO,XI, ... ,Xn,YO,YI,'" ,Yn

nombres reals que compleixen

a = Xo < Xl < ... < Xn = b, c = Yo < YI < ... < Yn = d.

Proveu que si cadascun dels n2 rectangles de lR2: [Xi, Xi+l] X [Yi> Yj+l], (0:::; i,j :::; n -1)
te un costat de longitud entera, llavors el rectangle gran [a, b] x [c, d) tambe te un costat

de longitud entera.

3IC6. Siguin A, B i C els tres angles d'un triangle.

a) Demostreu que es compleix la igualtat

tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C.

b) Suposeu que tres arrels de I'equacio polinomica x4 - px3 + qx2 - rx + s = 0 son tan A,

tan B i tan C, on A, B i C son els tres angles d'un triangle. Busqueu la quarta arrel en

funcio solament dels coeficients p , q, r , s del polinomi.

3IC7. Busqueu una formula general que permeti coneixer comodament les hores en les

quals la busca horaria d'un rellotge i la minutera formen un angle recte. Comproveu

aquesta formula general per ales 3 i les 9 hores.

3ICS. Sigui ABCD un rectangle, dividim el costat AB en p parts iguals i el eostat

AD en q parts iguals, amb p, q enters senars, i considerern la quadricula resultant.

a) Calculeu el nombre de eamins de longitud minima per la quadricula que van del vertex

A al seu vertex oposat C.

b) Cadascun d'aquests carnins tanca arnb els costats AB BC una certa area. Calculeu

la suma d'aquestes arees,

e) Si m es la mitjana aritrnetica d'aquestes arees, es demana quants camms tanquen

aquesta area m.

Guanyadors: Sergio Cabello Justo, Thomas Doumene, Joaquim Puig Sadurrri, Ferran

Revilla Domingo, Ana de Mier Vinue,
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1994-95 XXXI Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya), celebrada a Castello
31

Primera sessio. 24 de febrer de 1995, de 16 h a 20 h.

31El. Es consideren conjunts A de cent nombres naturals diferents, que tinguin la

propietat que si a, b, c son elements qualssevol (iguals 0 diferents) de A, existeix un

triangle no obtusangle els costats del qual mesuren a, b i c unitats.

S'anomena SeA) la suma dels perimetres considerats ala definicio de A. Calculeu el valor

minim de S(A).

31E2. Retallem diversos cercles de paper (no necessariament iguals) i els estenem sobre

una taula de manera que n'hi hagi alguns de superposats (amb part interior comuna), pero
de tal forma que no hi hagi cap cercle dins d 'un altre.

Proveu que es impossible engalzar les peces que resulten de retallar les parts no superpo­

sades i compondre amb elles cercles disjunts.

31E3. Pel baricentre G d'un triangle ABC es traca una recta que talla el costat AB

en P i el costat AC en Q. Demostreu que

PB QC 1
-.-<­
PA QA

- 4'
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Segona sessio. 25 de febrer de 1995, de 10 h a 13 h.

31E4. Trobeu les solucions enteres de I'equacio p(x + y)
primer.

xy on p es un nombre

31E5. Demostreu que en cas que les equacions

x3 + mx - n = 0

nx3 - 2m2x2 - 5mnx - 2m3 - n2 = 0

(n -=1= 0), tinguin una arrel comuna, la primera tindra dues arrels iguals, determineu

llavors les arrels de les dues equacions en funcio de n.

31E6. A la figura, AB es un segment fix i C un punt variable dins d'ell. Es construeixen

triangles equilaters ACB' i CBA' de costats AC i CB en un mateix semipla definit per

AB, i un altre triangle equilater ABC' de costat AB en el semipla oposat. Demostreu:

a) Les rectes AA', BB' iCC' son concurrents.

b) Si anomenem P el punt cornu ales tres rectes del punt a), trobeu ellloc geometric de

P quan C varia en el segment AB.

c) Els centres A", B" i C" dels tres triangles C'

formen un triangle equilater.

d) Els punts A", B", C" i P son conciclics.

I
\

I
I

\

\

\

C"\
..... -1'\,-t"-.,

// f \ \ "-

I I "\ -,

I / '\ \
A / C\', I B
�----�--�----���--�

I '

-,.. I

\"'"'1_ ..... __

,..----_ I

Bfk _
_ _-_/(._
/// pI A'

/
/

/

/

/

B'

Guanyadors: Angel Paredes Galan, Jeronimo Arenas Garcia, Luis Fabiani Bendicho,
Jaume Andreu Pascual, Alejandro Garcia Gil, Ignacio Fernandez Galvan.
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1995-96 XXXII Olimpfada Matematica

Primera fase (Catalunya)
32

Primera sessio. 15 de Desembre de 1995, de 16 h a 20 h.

32Cl. Un cert professor de matematiques va escriure a la pissarra un polinomi f(x)
amb coeficients enters i va dir: "Si al polinomi substituim x per l'edat del meu fill, que

acaba de fer a anys, obtenim la igualtat f(a) = a. Ames, f(O) = pes un nombre primer
rnes gran que a." Quants anys te el fill del professor?

32C2. Sigui n un nombre natural. Trobeu el nombre rnes gran k tal que en el conjunt

{I, 2, ... ,n} poguem agafar un subconjunt A de k nombres que compleixi que si x, y, z

son nombres qualssevol de A, sempre sigui x + y =f. z.

32C3. Escollim un nombre natural n i demanem a T persones que escriguin un sub­

conjunt de {I, 2, ... ,n}. Quina es la probabilitat que els T subconjunts obtinguts siguin

disjunts dos s dos?

32C4. Sigui AE el diarnetre d'una circumferencia, 0 el punt mig d'un dels arcs que

van de A a B, i C un punt qualsevol de l'arc DB. Dibuixem les rectes AC, DC, i sigui

D la interseccio de OC amb AE. Sigui DE perpendicular a AD i E la seva interseccio

amb AC. Demostreu que els segments ED i DE tenen la mateixa longitud.

E
o

A
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Segona sessi6. 16 de Desembre de 1995, de 9 h a 13 h.

32C5. Calculeu un nombre de sis xifres sabent que passant-ne l'iiltima al davant queda
dividit per 3.

32C6. Calculeu el maxim cornu divisor de

(n) (n + 1) (n + k)k' k , ... , k '

on n i k son nombres naturals, n 2: k.

32C7. Demostreu que si un polfgon inscrit en una circumferencia de radi r te costats

de longituds J!l, J!2, ... , J!n, es compleix

Determineu per quins polfgons hi ha igualtat.

32C8. Donat un nombre natural n, sigui p(n) el producte de les seves xifres. Demostreu

que

lim p(n)
= o.

n_..oo n

Guanyadors: Edgar Giieto de la Rosa, Raul Martin Alvarez, Victor Martinez de Albeniz

Margalef, Sergi Elizalde Torrent, Joel Gabas Masip, Lluis Tarafa Mate, Max Bernstein

Obiols, Diego Pozo Tortosa.
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1995-96 XXXII Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya), celebrada a Tarragona
32

Primera sessi6. 22 de febrer de 1996, de 16 h a 20 h.

32El. Els nombres naturals a i b son tals que

a+1 b+1
--+--

b a

es un enter. Demostreu que el maxim cornu divisor de a i b no es mes gran que Fa+b.

32E2. Sigui G el baricentre del tringle ABC. Demostreu que si

AB+GC=AC+GB,

llavors el triangle es isosceles.

32E3. Siguin a, b , c tres nombres reals. Es consideren les funcions

J(x)=ax2+bx+c g(x)=cx2+bx+a.

Sabent que

[J( -1)[ ::; 1, [J(O)[::; 1, i [J(l)[::; 1,

proveu que si -1::; x::; 1, aleshores [J(x)[ ::; 5/4 i [g(x)[::; 2.
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Segona sessi6. 23 de febrer de 1996, de 10 h a 13 h.

32E4. Discutiu l'existencia de solucions reals x de l'equaci6

Jx2-p+2�=x

segons els valors reals del parametre p, i resoleu-la en els casos que tingui solucio.

32E5. A Port Aventura hi ha 16 agents secrets. Cada un d'ells vigila algun dels seus

coHegues. Se sap que si l'agent A vigila l'agent B, aleshores B no vigila A. Sabem

tambe que 10 agents qualssevol poden ser numerats de manera que el primer vigila el

segon, aquest vigila el tercer, ... , el dese vigila el primer. Demostreu que tambe es poden
numerar d'aquesta manera 11 agents qualssevol.

32E6. La figura adjunta es compon de sis pentagons regulars de cost at un metre. Es

doblega per la linea de punts fins que coincideixen les arestes no puntejades que es tallen

en un vertex. Quin volum d'aigua hi cap, al recipient aixi format?

Guanyadors: Sergi Elizalde Torrent, Tomas Palacios Gutierrez, Fernando Rambla Blan­

co, Antonio Jara de las Heras, Patricia Sebastian Celorrio, Victor Martinez de Albeniz

Margalef.
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1994-95 XXXIII Olim plada Maternatica
Primera fase (Catalunya)

33

Primera sessi6. 13 de Desembre de 1996, de 16 h a 20 h.

33Cl. Amb dos filferros de 1996 em de llarg cadascun, dos filferros de 1997 em de llarg
cadascun i dos filferros 1998 em de llarg cadascun, es construeix un tetraedre de manera

que les sis arestes resulten ser tangents a una esfera. Raoneu en quina posici6 relativa hem

situat les arestes.

33C2. Un rellotger molt de la broma te a l'aparador de la seva botiga un rellotge amb

les dues busques - la minutera i l'horaria - exactament iguals. Una persona que s'hi

fixi una mica, quasibe sempre pot deduir quina es la busca horaria i quina la minutera, i

deduir, dones, quina hora es. Tanmateix, perc, en alguns casos aixo no es possible. Si en

aquests casos s'escull a l'atzar una busca con a horaria i l'altra com a minutera, i l'elecci6

es incorrecta, es cornetra un error en la lectura de l'hora. La diferencia mes curta entre

l'hora llegida i l'hora real no por ser en cap cas superior ales 6 hores.

a) Descriviu les situacions en que no es pot saber quina hora es.

b) Estudieu quin es el maxim error que es pot arribar a cometre i a quines hores es produeix
aquest maxim error.

33C3. En una bossa hi ha n boles blanques numerades de 1 an, n boles blaves nume­

rades de 1 ani n boles groques numerades de 1 an, essent n 2: 4. Es treuen 4 boles

d'aquesta bossa totes alhora. Esudieu, segons els valors de n, quins dels esdeveniments

segiients es mes difiil qu es doni, es a dir, te una probabilitat mes petita:

A = {treure les quatre boles del mateix color}

B = {treure quatre boles amb rnimeros correlatius}

C = {treure tres boles d 'un mateix mirnero i 1 'altra no}.
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33C4. Sigui C un con recte de radi r i altura h. Sigui V el vertex del con i AB un

diametre de la base circular de centre o. Els plans P paral·lels a la generatriu VA del con

que tallen la base circular segons cordes MN perpendiculars a AB, tallen la superficie
conica segons una parabola. Trobeu la distancia d de la corda MN al centre 0 per tal

que I'area de la interseccio de P amb C sigui maxima.

Segona sessi6. 14 de Desembre de 1996, de 9 h a 13 h.

33C5. Al pla definim un sistema de coordenades rectangulars. Calculeu l'area del recinte

solucio del sistema d'inequacions segiient:

{ lv'3y - xl ::; 2x

x2 + y2 ::; 2x.

33C6. Busqueu els nombres complexos a tals que els afixos dels nombres a, 0'2, 0'3,
0'4 siguin els vertexs d'un trapezi.

33C7. Hi ha una formula que dona l'area A d'un triangle del pla que els vertexs situats

en punts de coordenades enteres com a funcio lineal A = aI + bC + dV, on I representa

el nombre de punts de coordenades enteres que son interiors al triangle; C el nombre dels

que queden situats sobre els costats del triangle; i V = 3 es el nombre de vertexs de

coordenades enteres. Deduiu-la, a partir de I'analisi d'alguns exemples, i demostreu-la.
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33CB. Anomenarem sl poHgon mixtilini una regia tancada del pla limitada per costats

que poden ser segments 0 arcs de circurnferencia, Els angles del poligon mixtilini es mesuren

en graus i son, en cada vertex, els que determinen els costats (cas que siguin segments), 0

les tangents tracades pel vertex als costats que siguin arcs.

Els costats del poligon es mesuren tarnbe en graus, de la menera segiient:

1) segments: 0°.

2) arcs amb la concavitat cap a l'interior del poHgon: els graus que mesura l'arc, comptats

positius.

3) arcs amb la concavitat cap a l'exterior del poligon: els graus que mesura l'arc, comptats

negatius.

L'esquema illustra la manera de mesurar els costats i els angles d'un poligon mixtilini.

a) Demostreu que si en un poligon de n costats els angles son AI, A2, ... An i els costats

son aI, a2, ... ,an, llavors es compleix

b) Dernostreu que si els tres costats d'un triangle rnixtilini tenen un punt en cornu que no

es un vertex, llavors al + a2 + a3 = o.

c) Si tenim un angle mixtilini A inscrit en una circumferencia, calculeu A en funcio dels

costats a, j3 i , del triangle que queda determinat a la circumferencia.

Guanyadors: Xavier Perez Gimenez, Max Bernstein Obiols, Xavier Gratal Martinez.
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1996-97 XXXIII Olimpfada Maternatica

Segona fase (Espanya), celebrada a Valencia
33

Primera sesslo. 7 de Man;: de 1997, de 16 h a 20 h.

33El. Calculeu la suma dels quadrats dels cent primers termes d'una progressio aritrne­

tica sabent que la suma de tots els termes val -1, i la suma dels que ocupen el Hoc parell
val +1.

33E2. Un quadrat de costat 5 es divideix en 25 quadrats unitat per mitja de rectes

paraHeles als costats. Sigui A el conjunt dels 16 punts interiors, que son vertexs dels

quadrats unitat, pero que no estan en els costats dels quadrat inicial.

Digueu quin es el mes gran nombre de punts de A que es poden elegir de manera que tres

qualssevol d'ells no siguin vertexs d'un triangle rectangle isosceles.

33E3. Es consideren les paraboles y = x2 + px + q que tallen els eixos de coordenades

en tres punts diferents, pels quals es fa passar una circumferencia. Demostreu que totes les

circumferencies tracades en variar p i q a lR passen per un punt fix, que cal determinar.
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Segona sessio. 8 de Mar� de 1997, de 9 h a 13 h.

33E4. Sigui p un nombre primer. Determineu tots els enters k E /Z tals que Jk2 - pk
es un enter positiu.

33E5. Demostreu que en un quadrilater convex d'area unitat, la suma de les longituds
de tots els costats i diagonals no es menor que 2(2 + -12) .

33E6. Per fer una volta completa en un cotxe a un circuit circular, la quantitat exacta

de benzina esta distribuida en diposits fixos situats en n punts diferents qualssevol del

circuit. Inicialment el diposit del cotxe esta buit. Demostreu que qualsevol que sigui la

distribuci6 del combustible als diposits, sempre existeix un punt de sortida de forma que

es pugui fer una volta completa,
Aclariments:

Se suposa que el consum es uniforme i proporcional a la distancia.

El diposit del cotxe te capacitat suficient per tota la benzina.

Guanyadors: Anatoli Segura Velez, Miguel Lobo Lopez, Mario Andres Montes Garcia,
Max Bernstein Obiols, Joseba Villate Bejarano, Xavier Perez Gimenez.
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1997-98 XXXIV Olimplada Maternatica
Primera fase (Catalunya)

34

Primera sesslo. 12 de Desembre de 1997, de 16 h a 20 h.

34Cl. Si p(x) es un polinomi amb coeficients naturals del qual coneixem p(l) i p(p(l)),
com podem calcular els seus coeficients?

34C2. Tenim una bola en un billar defectuos amb una cantonada que fa un angle lleu­

gerament inferior a 90° com ala figura. De quantes maneres podem llancar la bola (sense
efecte) de forma que toqui les dues bandes i torni a la posicio inicial? I si l'angle de la

cantonada es superior a 90°?

•

34C3. Siguin sit nombres reals positius tals que s < t. Demostreu que hi ha exact a­

ment tres parelles de triangles SiT que compleixen:

1) SiT son semblants.

2) Les longituds dels costats de Side T formen progressions aritrnetiques de raons

sit, respectivament.

3) La longitud d'un costat de S es igual ala longitud d'un costat de T.

Comproveu tambe que el perimetre d'un dels tres triangles S aixi obtinguts es igual ala

suma dels perimetres dels altres dos.

34C4. Sigui C la circurnferencia mes gran que podem posar dins d'un quadrat Q.

Comproveu que donat un nombre e > a hi ha un nombre r < e tal que dins del quadrat

podem posar-hi circumferencies de radi r (que no es tallin pen) que poden ser tangents)
de manera que la suma de les arees d'aquests cercles sigui igual a I'area del cercle C.
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Segona sessi6. 13 de Oesembre de 1997, de 9 h a 13 h.

34C5. Trobeu els nombres n que compleixen que la suma dels quadrats de n enters

consecutius qualssevulla sigui divisible per n. En particular, digueu quin es el mes gran i

el mes petit d'aquests nombres que tenen dues xifres. (Es compleix que 12 + 22 + ... +n2 =

n(n + 1)(2n + 1)/6.)

34C6. • Demostreu que si el nombre a 0 el nombre b son naturals, llavors

0= I sin 7r(x + a) sin 7r(Y + b)1 + I sin 7rX sin 7rYI-
- I sin 7rX sin 7r(Y + b)l- I sin 7r(x + a) sin 7ryl·

• Si tenim un rectangle que es pot descompondre en una unio de rectangles mes petits,

tots ells de costats paral-lels als del rectangle gran iamb algun dels seus costats de longitud
un nombre natural, demostreu que el rectangle gran tambe te algun dels seus costats de

longitud un nombre natural.

34C7. Un tetraedre te les quatre cares que son triangles amb els costats en progressio
aritrnetica. La rao de la progressio aritrnetica de dues cares es la mateixa. Digueu com

son aquests tetraedres,

34C8. Resoleu la segiient equacio

arctan (x - 1) + arctan x + arctan (x + 1) = arctan 3x.

Guanyadors: Vegeu la pagina 7.
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1997-98 XXXIV Olimpfada Matematica

Segona fase (Espanya), celebrada a Tarazona
34

Primera sessio. 13 de lvlerc de 1998, de 16 h a 20 h.

33El. Un quadrat ABCD de centre 0 i costat e gira un angle O! al voltant de O.

Trobeu I'area comuna als dos quadrats.
A'

B'

D'

C'

33E2. Trobeu tots els nonbres naturals de quatre xifres, escrits en base 10, que siguin

iguals al cub de la suma de les seves xifres.

33E3. Es considera un triangle ABC i la circumferencia circumscrita. Si DiE son

punts sobre el cost at BC tals que AD i AE son, respectivament, paraHeles a les tangents

en C i B a la circumferencia circumscrita, demostreu que

BE AB2
CD AC2'
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Segona sessi6. 14 de Mar� de 1998, de 9 h a 13 h.

33E4. Trobeu les tangents dels angles d'un triangle sabent que s6n nombres enters po­

sitius.

33E5. Trobeu totes les funcions f : N -t N estrictament creixents i tals que

f(n + f(n)) = 2f(n)

per n = 1,2,3, ...

33E6. Determineu els valors de n per als quals es possible construir un quadrat n x n

engalzant peces del tipus

Guanyadors: Vegeu la pagina 7.
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